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Πρόλογος 
 

 

Η ασαφής λογική θεωρείται μια μορφή λογικής που αναπτύχθηκε το 1965 από 

τον Πέρση-Ρωσο-Αμερικανό Lotfi Zadeh. Σε αντίθεση με την Αριστοτέλεια ή 

κλασσική λογική, η οποία αποτελεί μια δίτιμη λογική, η ασαφής λογική είναι 

πλειονότιμη και οι μεταβλητές της παίρνουν άπειρες τιμές με ποσοστά αλήθειας 

που κυμαίνονται μεταξύ 0 και 1. Η ασαφής λογική αναπτύχθηκε από την ανάγκη 

της επίλυσης πεπλεγμένων προβλημάτων και από το γεγονός ότι η φραστική 

επικοινωνία μεταξύ των ανθρώπων περιέχει μεγάλο ποσοστό ασάφειας, χωρίς 

αυτό να εμποδίζει την αλληλοκατανόησή τους. Η ανακρίβεια διέπει τις περισσό-

τερες φυσικές διαδικασίες και όμως αποτελεί μια μορφή πληροφόρησης για τους 

ανθρώπους που τη χρησιμοποιούν στη μεταξύ τους επικοινωνία. 

Η ασαφής λογική συγχέεται πολλές φορές με τη θεωρία πιθανοτήτων, αλλά στην 

πραγματικότητα αποτελούν δύο διαφορετικούς δρόμους για την έκφραση της 

αβεβαιότητας. Έτσι η μεν ασαφής λογική χρησιμοποιεί την έννοια της συνάρτη-

σης συμμετοχής σε ένα ασαφές σύνολο, δηλαδή σε τι ποσοστό μια μεταβλητή 

ανήκει στο σύνολο, ενώ η θεωρία πιθανοτήτων χρησιμοποιεί την έννοια της υ-

ποκειμενικής πιθανότητας, δηλαδή πόσο πιθανό θεωρείται ότι μια μεταβλητή 

ανήκει σε ένα σύνολο.  

Τα τελευταία χρόνια η επιστήμη της ασαφούς λογικής έχει κάνει τεράστιες 

προόδους και διδάσκεται σε πολλές χώρες της υφηλίου σε προπτυχιακό και με-

ταπτυχιακό επίπεδο, ενώ η εφαρμογή της έχει βρει πρόσφορο έδαφος σε πολ-

λούς κλάδους των Μηχανικών Επιστημών. Η ανάγκη λοιπόν να γίνει γνωστή η 

ασαφής λογική ως εφαρμοσμένη επιστήμη στα Ελληνικά Πανεπιστήμια μας ώ-

θησε στη συγγραφή του βιβλίου. Σε αυτό βοήθησε η φιλία και πολύχρονη συ-

νεργασία μας, λόγω του κοινού ενδιαφέροντος στο αντικείμενο.  

Το βιβλίο προορίζεται για φοιτητές των εφαρμοσμένων επιστημών σε προπτυχι-

ακό και μεταπτυχιακό επίπεδο και περιέχει πολλά παραδείγματα με εφαρμογές. 

Περιλαμβάνει μια εισαγωγή και έξη κεφάλαια: 

� Το πρώτο κεφάλαιο περιγράφει εισαγωγικές έννοιες της ασαφούς λογικής με 

βασικά θεωρήματα και αποδείξεις.  
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� Το δεύτερο κεφάλαιο αναφέρεται στη γραμμική παλινδρόμιση σε ασαφές 

περιβάλλον με εφαρμογές σε προβλήματα κυκλοφορίας στους σιδηροδρό-

μους 

� Το τρίτο κεφάλαιο αναφέρεται σε συστήματα ασαφών κανόνων με εφαρμο-

γές σε προβλήματα υδρολογίας και αρδευτικών δικτύων. 

� Το τέταρτο κεφάλαιο αναφέρεται σε λήψη απόφασης σε ασαφές περιβάλλον, 

με γραμμικό προγραμματισμό και μεθόδους πολυκριτηριακής ανάλυσης. Πε-

ριέχει εφαρμογές σε προβλήματα που αφορούν διαχείριση υδατικών πόρων. 

� Το πέμπτο κεφάλαιο αναφέρεται στη σχέση κατάταξης σε ασαφές περιβάλ-

λον. Εισάγει την έννοια της απόστασης στο περιβάλλον αυτό και εμπεριέχει 

πολλά παραδείγματα. 

� Το έκτο κεφάλαιο αναφέρεται στις διαφορικές εξισώσεις σε ασαφές περιβάλ-

λον, τόσο σε εξισώσεις με ολικές παραγώγους όσο και σε εξισώσεις με μερικές 

παραγώγους, με πολλά επίσης παραδείγματα.  

Τα δύο πρώτα κεφάλαια γράφηκαν από τον Βασίλη Παπαδόπουλο, τα τέσσερα 

τελευταία από τον Χρήστο Τζιμόπουλο. 
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Εισαγωγή 
 

 

Ασαφής λογική 

Ορισμός 

Η ασαφής λογική αποτελεί μια μορφή πλειονότιμης λογικής (επέκταση της Αρι-

στοτέλειας λογικής) και προέρχεται από την ανάπτυξη της θεωρίας των ασαφών 

συνόλων του Lotfi Zadeh(1965), θεωρείται δε καλά δομημένη και προσεγγιστική 

σε περιβάλλον ασάφειας και αβεβαιότητας. Σε αντίθεση με την Αριστοτέλεια 

λογική(κλασσική λογική), στην οποίαν τα σύνολα έχουν δίτιμη λογική (δηλαδή 

μια λογική πρόταση μπορεί να πάρει δύο μόνο τιμές, αληθής-1 ή ψευδής-0 ), οι 

μεταβλητές της ασαφούς λογικής μπορούν να έχουν μια αληθινή τιμή που να 

κυμαίνεται σε ποσοστά αλήθειας μεταξύ 1 και 0. Όταν χρησιμοποιηθούν γλωσ-

σικές μεταβλητές η ποσόστοση αυτή της αλήθειας παρουσιάζεται από ειδικές 

συναρτήσεις. Έτσι τα ασαφή σύνολα λειτουργούν σε περιβάλλον ασάφειας και 

αβεβαιότητας και δίνουν αποτελέσματα που έχουν νόημα για τον άνθρωπο, 

πλησιάζουν δηλαδή τον ανθρώπινο τρόπο σκέψης και έκφρασης.  

 

Ιστορία 

Η ακρίβεια της μαθηματικής επιστήμης οφείλει την επιτυχία της στις προσπά-

θειες του Αριστοτέλη και των φιλοσόφων που προηγήθηκαν για να δημιουργή-

σουν μια σύντομη θεωρία της λογικής και στη συνέχεια της μαθηματικής επι-

στήμης: «Τους Νόμους της σκέψεως». Εξ αυτών η αρχή του Αποκλειομένου 

Τρίτου του Αριστοτέλη ορίζει ότι κάθε πρόταση θα πρέπει να είναι αληθής ή 

ψευδής. Η παραπάνω αρχή προτάθηκε από τον Ελεάτη φιλόσοφο Παρμενίδη 

(Κάλφας και Ζωγραφίδης, 2006), το πρώτο μισό του 5ου π.Χ. αιώνα, ενδεχόμενα 

σε απάντηση του Εφέσιου φιλoσόφου Ηράκλειτου, ο οποίος είχε προτείνει ότι 

μία πρόταση μπορεί να είναι ταυτόχρονα αληθής και μη αληθής. Ο Πλάτων στις 

αρχές του 4ου π.χ. αιώνα αμφισβήτησε τον Παρμενίδη, θεωρώντας ότι υπάρχει 

και μια τρίτη περιοχή πέραν από το «αληθής ή ψευδής» και επομένως μπορεί να 

θεωρηθεί ως ο πατέρας της ασαφούς λογικής. Πολλοί αμμερικανοί επιστήμονες 

(Kosko, 1993) θεωρούν ότι τα θεμέλια της ασαφούς λογικής ετέθησαν από τον 
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Βούδα τον 5ο π.χ. αιώνα, ο οποίος ισχυρίστηκε ότι το κακό και το καλό συνυ-

πάρχουν. Το 1920 ο Πολωνός Jean Lucasiewicz, περιέγραψε μια τρίτιμη λογική. 

Η τρίτη τιμή που πρότεινε μπορεί να διατυπωθεί ως «δυνατή» και ο Lucasiewicz 

τη συνέδεσε με μια αριθμητική τιμή μεταξύ του «αληθής ή ψευδής». Αργότερα ο 

ίδιος πρόσθεσε μια τετράτιμη και πεντάτιμη λογική, δηλώνοντας συγχρόνως ότι 

τίποτα δεν εμπόδιζε τη δημιουργία μια πλειονότιμης λογικής, αν και τελικά κα-

τέληξε στην τετράτιμη λογική, διότι του φάνηκε ως καλύτερα προσαρμοσμένη 

στην Αριστοτέλεια λογική. Το 1965 ο Περσο-Ρώσσο-Αμερικανός Lotfi Zadeh, 

δημοσίευσε την πρωτοπόρα εργασία του “Fuzzy Sets”, η οποία περιέγραφε τη 

μαθηματική λογική της θεωρίας των ασαφών συνόλων και κατ΄επέκταση της 

ασαφούς λογικής. Η λογική αυτή είναι πλειονότιμη και εισάγει τη συνάρτηση 

συμμετοχής ως ποσόστοση της αλήθειας μεταξύ των ακραίων τιμών «αληθής ή 

ψευδής» στην περιοχή των πραγματικών αριθμών [0, 1], αποτελεί δε μια γενί-

κευση της Αριστοτέλειας λογικής. 

 

Φιλοσοφία 

Η γνώση μας για τις περισσότερες φυσικές διαδικασίες στηρίζεται ως επί το 

πλείστον σε ανακριβείς ανθρώπινους συλλογισμούς. Η ανακρίβεια αυτή αποτε-

λεί μια μορφή πληροφόρησης η οποία είναι χρήσιμη για τους ανθρώπους που 

χρησιμοποιούν την ασαφή λογική για την περίπτωση ιδίως δυσχερών και πε-

πλεγμένων προβλημάτων. Τα ανθρώπινα αυτά προβλήματα δεν μπορούν να 

συσχετιστούν με τα σημερινά μηχανικά συστήματα, στα οποία η επιστημονική 

σκέψη εξισώνει την κατανόηση του φαινομένου με την ικανότητα της ανάλυσης 

αυτού σε ποσοτικούς όρους. Η οποιαδήποτε μέχρι σήμερα προσπάθεια να εξο-

μοιωθούν τα ανθρώπινα συστήματα με τα μηχανικά κατέληξε σε αποτυχία. Αυτό 

σημαίνει ότι οι συμβατικές ποσοτικές τεχνικές της ανάλυσης συστημάτων είναι 

εντελώς ακατάλληλες να προσομοιώσουν τα ανθρώπινα συστήματα και 

κατ᾿επέκταση οποιοδήποτε σύστημα με πολυπλοκότητα συγκρίσιμη με αυτή 

των ανθρωπίνων συστημάτων. Ο Zadeh το1973 εισάγει την αρχή της ασυμβα-
τότητας με την οποία τονίζεται ιδιαίτερα η διαφορά αυτή: “Όσο η πολυπλοκότη-

τα ενός συστήματος αυξάνει, η ικανότητά μας να κάνουμε ακριβείς και σημαντι-

κές παρατηρήσεις ως προς τη συμπεριφορά του μειώνεται μέχρι ενός ορίου, πέραν 

του οποίου η ακρίβεια και η σημαντικότητα γίνονται σχεδόν αμοιβαία αποκλειό-

μενα χαρακτηριστικά”. Αυτό σημαίνει ότι όσο πλησιέστερα προσεγγίζουμε ένα 

πραγματικό πρόβλημα, τόσο πιο ασαφής γίνεται η λύση του.  

Οι παραδοσιακές λοιπόν τεχνικές της ανάλυσης συστημάτων δεν ταιριάζουν σω-

στά με τα ανθρώπινα συστήματα γιατί αποτυχαίνουν να συλλάβουν την ασάφεια 

της ανθρώπινης σκέψης και συμπεριφοράς. Για το λόγο αυτό στην ασαφή λογική 
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εισάγονται προσεγγίσεις που χρησιμοποιούν ένα μεθοδολογικό πλαίσιο ανεκτικό 

στην ανακρίβεια και στη μερική αλήθεια. Η προσέγγιση αυτή έχει τρία στοιχεία: 

1. Χρησιμοποίηση των λεκτικών μεταβλητών στη θέση των αριθμητικών μετα-

βλητών. 

2. Χαρακτηρισμός των απλών σχέσεων μεταξύ των μεταβλητών με ασαφείς 

προτάσεις. 

3. Χαρακτηρισμός των πεπλεγμένων σχέσεων με ασαφείς αλγορίθμους. 

  

Χρήση 

Αν και τα ασαφή συστήματα προτάθηκαν το 1965 από τον Αμερικανό Zadeh, οι 

Ηνωμένες Πολιτείες της Αμερικής αγνόησαν επί μακρόν την εφαρμογή τους. Η 

πρώτη προσπάθεια εφαρμογής τους έγινε στην Αγγλία από τον Mandani (1976) 

και τους Eshragh and Mandani (1979) για τη δημιουργία συστημάτων ελέγχου 

στη Βιομηχανία. Ανάλογες προσπάθειες την ίδια εποχή έγιναν στη Δανία από τους 

καθηγητές Østergaard (1976) και Larsen (1980) για τη δημιουργία ασαφούς συ-

στήματος ελέγχου σε κάμινο σιμέντου, ενώ στην Αγγλία ο Tong (1976) δημιούρ-

γησε για την British Steel Corporation, ένα αυτόματο ασαφές σύστημα ελέγχου 

στη διαδικασία παραγωγής χάλυβα. Οι Umbers and King (1980) έδωσαν μια πλή-

ρη περιγραφή ενός ασαφούς συστήματος ελέγχου σε κάμινο σιμέντου στην Αγ-

γλία, ενώ οι Sugeno (1985) και Lee (1990) περιέγραψαν ως εξής τις διάφορες χρή-

σεις της ασαφούς λογικής: Αυτοκίνητα (Tagaki and Sugeno,1983, Sugeno and 

Nishida, 1985), Τραίνα (Yasunobu et al, 1983, Yasunobu and Miyamoto, 1983), 

Γερανοί (Yasunobo and Hasegawa, 1986, Yasunobo and Hasegawa, 1987), Αναβα-

τώρια (Fujitec, 1988), Πυρηνικοί αντιδραστήρες (Bernard, 1988), Συστήματα ελέγ-

χου Λογισμικού (Yamakawa, 1986a, 1986b), Μνήμες υπολογιστή (Togai and 

Watanabe 1986, Togai and Chiu, 1987), Υπολογιστές (Yamakawa, 1987). 

Μεγάλες εφαρμογές της ασαφούς λογικής έχουν επίσης υπάρξει στους επιστη-

μονικούς κλάδους του Πολιτικού Μηχανικού: Εδαφομηχανική-Θεμελιώσεις, 

Οδοποιία, Υδραυλικά Έργα και Διαχείριση Υδραυλικών Έργων. Σήμερα η ασα-

φής λογική εφαρμόζεται πλέον σε πολλούς τομείς της επιστήμης: Μαθηματικά, 

Οικονομία, Στατιστική, Ιατρική, Βιολογία, Οικολογία, Γεωλογία κλπ. 

 

Διάκριση από την θεωρία πιθανοτήτων 

Η ασαφής λογική και η θεωρία πιθανοτήτων αποτελούν δύο διαφορετικούς δρό-

μους για την έκφραση της αβεβαιότητας. Αμφότερες χρησιμοποιούνται για να 

εκφράσουν υποκειμενικά πιστεύω, αλλά η θεωρία των ασαφών συνόλων χρησι-

μοποιεί την έννοια της συνάρτησης συμμετοχής σε ένα ασαφές σύνολο (σε τι 
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ποσοστό μια μεταβλητή ανήκει στο σύνολο), ενώ η θεωρία πιθανοτήτων χρησι-

μοποιεί την έννοια της υποκειμενικής πιθανότητας (πόσο πιθανόν θεωρείται ότι 

μια μεταβλητή ανήκει σε ένα σύνολο). Ενώ αυτή η διάκριση είναι ως επί το πλεί-

στον φιλοσοφική, το προκύπτον ασαφές μέτρο δυνατότητας (possibility mea-

sure), είναι σαφώς διαφορετικό από το μέτρο πιθανότητας, και έτσι δεν είναι 

ευθέως ισοδύναμα.  

Αμφότερες οι θεωρίες έχουν το ίδιο αριθμητικό εύρος εκτέλεσης και σε πρώτη 

όψη έχουν τις ίδιες τιμές: το 0 παριστάνει το ψευδές και το 1 παριστάνει το αλη-

θές. Εν τούτοις η πιθανοτική προσέγγιση παρέχει την ερμηνεία «υπάρχει π.χ. 

πιθανότητα 80% ότι η Τζαίην είναι ηλικιωμένη», ενώ η ασαφής ορολογία αντι-

στοιχεί στο «το ποσοστό της συνάρτησης συμμετοχής της Τζαίην στο σύνολο 

των ηλικιωμένων είναι 0.8» Η διαφορά είναι σημαντική και αξιοσημείωτη. Η 

πρώτη άποψη υποθέτει ότι η Τζαίην είναι ή δεν είναι ηλικιωμένη, δηλαδή έχουμε 

μια πιθανότητα 80% να γνωρίζουμε ότι ανήκει στο σύνολο και 20% ότι δεν ανή-

κει. Απεναντίας η ασαφής ορολογία υποθέτει ότι η Τζαίην είναι ούτως ή άλλως 

ηλικιωμένη, με ποσοστό συμμετοχής 0.8. 

Εν τούτοις ακόμη και σήμερα πολλοί στατιστικοί επηρεασμένοι από το έργο του 

Bruno de Finetti (1937, 1974), θεωρούν ότι μόνο ένα είδος μαθηματικής αβε-

βαιότητας χρειάζεται και επομένως η ασαφής λογική δεν είναι απαραίτητη. Στην 

αντίθετη πλευρά βρίσκεται ο Bart Kosko (1993, 1996), ο οποίος θεωρεί ότι η 

θεωρία πιθανοτήτων αποτελεί μια υποθεωρία της ασαφούς λογικής, εφόσον η 

θεωρία πιθανοτήτων διεξέρχεται μόνο ένα είδος ανακρίβειας και ο ίδιος ισχυρί-

ζεται ότι έχει αποδείξει το θεώρημα του Bayes από την ιδέα της κάλυψης του 

ασαφούς υποσυνόλου (Fuzzy subset hood). Τέλος θα πρέπει να αναφερθεί ότι o 

Zadeh (2003) αναφέρει ότι η θεωρία πιθανοτήτων και η ασαφής λογική είναι 

μάλλον συμπληρωματικές παρά ανταγωνιστικές και ότι υπάρχει ένας θεμελιώδης 

περιορισμός στο να στηριχθεί η θεωρία πιθανοτήτων στη δίτιμη λογική και θα 

έπρεπε να βασίζεται στην ασαφή λογική. 
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1.1   Βασικοί ορισμοί κλασσικών συνόλων 

Η θεωρία των ασαφών συνόλων αποτελεί μια επέκταση της θεωρίας των κλασ-

σικών συνόλων (crisp set), οπότε η αναφορά στη θεωρία των κλασσικών συνό-

λων θεωρείται απαραίτητη για την κατανόηση των ασαφών συνόλων. Tα κλασ-

σικά σύνολα έχουν σαφή όρια. Π.χ. το σύνολο των φοιτητών του Γʹ έτους Πολι-

τικών Μηχανικών του Πολυτεχνείου Ξάνθης είναι ένα κλασσικό σύνολο με σα-

φή όρια. Ένας οποιοσδήποτε φοιτητής του τμήματος αυτού ανήκει στο σύνολο 

αυτό ή δεν ανήκει. 

Θεωρούμε ένα σύνολο αναφοράς Χ. Ένα υποσύνολο Α του Χ (Α�Χ) είναι ένα 

σύνολο με στοιχεία του Χ. Κάθε υποσύνολο Α του Χ μπορεί να περιγραφεί με 

τους εξής τρόπους: 

1. Με αναγραφή των στοιχείων, δηλαδή να αναγράφουμε όλα τα στοιχεία του 

Α ένα προς ένα. 

2. Με περιγραφή των στοιχείων, δηλαδή να περιγράφουμε το σύνολο Α βασι-

ζόμενοι σε ιδιότητες των στοιχείων του. 

Παράδειγμα 

Έστω Χ�=�k το σύνολο των φυσικών αριθμών, τότε το σύνολο των άρτιων αριθ-

μών μεγαλύτερων του 3 και μικρότερων του 5 γράφεται με τους δύο παραπάνω 

τρόπους ως εξής: 

 A {4}�  (με αναγραφή των στοιχείων)  

 3 x 5}A {x  | � �� �k   (με περιγραφή των στοιχείων) � 

Ένας άλλος τρόπος περιγραφής ενός υποσυνόλου Α του συνόλου αναφοράς Χ 

είναι με την χαρακτηριστική του συνάρτηση χΑ: 

Σε κάθε υποσύνολο Α�� Χ αντιστοιχούμε την χαρακτηριστική του συνάρτηση 

χΑ: 

A Α

1, αν x A,
x X  χ {0,1}   ή χ (x)

0, αν x A.

��
� � � ��

�	
 

Η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου Α παίρνει την τιμή 1 εάν το στοιχείο 

x ανήκει στο σύνολο Α και την τιμή 0 εάν δεν ανήκει. Μπορούμε να «ταυτίσου-

με» το υποσύνολο Α�Χ με τη χαρακτηριστική του συναρτήση χΑ (όπως λέμε 

στην «αλγεβρική γλώσσα» υπάρχει ένας ισομορφισμός από το σύνολο των υπο-

συνόλων του Χ στο σύνολο των χαρακτηριστικών συναρτήσεων). 
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X
χΑ(x)=1

χΑ(x)=0

A

 

Σχ. 1.1   Χαρακτηριστική συνάρτησης χΑ(x) ενός πραγματικού υποσυνόλου Α. 

 

Παραδείγματα: 

α) Το σύνολο των υψηλών θερμοκρασιών στην Ελλάδα: 
 

0

y

xxʹ

yʹ

30 °C

1

 

Σχ. 1.2 
 
Δηλαδή πάνω από 30��C θεωρούμε την θερμοκρασία υψηλή και κάτω από 30��C 

τη θεωρούμε όχι υψηλή. Το παραπάνω σύνολο είναι κοφτό, αλλοιώς κλασσικό ή 

συμβατικό, (crisp). Δημιουργείται λοιπόν η απορία πως είναι δυνατόν η θερμο-

κρασία των 30��C να θεωρείται υψηλή και η θερμοκρασία των 29��C όχι ψηλή; Η 

εξήγηση δίνεται παρακάτω στη θεωρία των ασαφών αριθμών και συνόλων. 

β) Το σύνολο των μέτριων θερμοκρασιών στην Ελλάδα: 

0

y

xxʹ

yʹ
10 °C 15 °C

1

 

Σχ. 1.3 
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γ) Το σύνολο των χαμηλών θερμοκρασιών στην Ελλάδα: 

0

y

xxʹ

yʹ

9 °C

1

 

Σχ. 1.4 
 

1.1.1   Πράξεις κλασσικών συνόλων  

Αν Α�Χ, Β�Χ τότε οι βασικές πράξεις των κλασσικών συνόλων είναι: 

α)  Η ένωση  

Ως ένωση (union), των κλασσικών συνόλων Α και Β, ονομάζεται ένα νέο σύνολο 

Α��Β, το οποίο αποτελείται από όλα τα στοιχεία τα οποία ανήκουν σε ένα του-

λάχιστον από τα Α και Β: 

Α�Β = {x�Χ: x�A  ή  x�Β} 

X

BA

A

B
 

Σχ.1.5   Ένωση των συνόλων Α και Β. 
 

Στην περίπτωση της ένωσης δύο συνόλων Α και Β, το κάθε ένα από αυτά τα 

σύνολα αποτελεί υποσύνολο της ενώσεως τους, δηλαδή ισχύει η ακόλουθη έκ-

φραση:  

 � 
 �,   �A A B B A B�� 
 
  

β) Η τομή  

Ως τομή (intersection), των κλασσικών συνόλων Α και Β, ονομάζεται ένα νέο 

σύνολο Α�Β, το οποίο αποτελείται από όλα τα στοιχεία τα οποία ανήκουν συγ-

χρόνως και στο Α και στο Β: 
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A�B = {x�X: x�A  και  x�B} 

X
B

BA

A


 

Σχ. 1.6  Τομή των συνόλων Α και Β. 

 

Στην περίπτωση της τομής δυο συνόλων Α και Β, το νέο σύνολο που προκύ-

πτει αποτελεί υποσύνολο και των δυο συνόλων από τα οποία προήλθε, συνε-

πώς ισχύει: 


 � 
 �,   A B A A B B�� � 
 � . 

γ) Το συμπλήρωμα 

Το συμπλήρωμα ΑC εμπεριέχει όλα τα στοιχεία του συνόλου αναφοράς Χ, εκτός 

αυτών που ανήκουν στο σύνολο Α, δηλαδή: 

ΑC = {x�Χ : x�A} 

X

AC

A

 

Σχ.1.7   Το συμπλήρωμα ΑC. 

  
Από τα προηγούμενα προκύπτει: 

�� A�AC�=�Χ που καλείται Αρχή του αποκλειομένου μέσου (The law of ex-

cluded middle) και  

� A�AC�=�� που καλείται Αρχή της αντίφασης (The law of contradiction). 

Όπου � σημαίνει το κενό σύνολο. 

Οι παραπάνω πράξεις με τη βοήθεια των χαρακτηριστικών συναρτήσεων εκφρά-

ζονται με βάση την παρακάτω πρόταση: 



Κεφ. 1: Κλασσικά σύνολα και προτασιακοί τύποι 13 

 Πρόταση:  Αν Α�Χ, Β�Χ,  

  χΑ�=�η χαρακτηριστική συνάρτηση του Α,  

  χΒ�=�η χαρακτηριστική συνάρτηση του Β,  

  χΑ�Β�= η χαρακτηριστική συνάρτηση του Α�Β,  

  χΑ�Β�= η χαρακτηριστική συνάρτηση του Α�Β και  

  χAC�=�η χαρακτηριστική συνάρτηση του ΑC   

τότε: 

 i) χA�B(x) = max {χA(x), χΒ(x)}, x�X 

 ii) χA�B(x) = min {χA(x), χΒ(x)}, x�X 

 iii) χAC(x) = 1–χA(x) 

Απόδειξη: 

i) Έστω τυχαίο x�X. Τότε έχουμε τις εξής περιπτώσεις: 

 – Αν x�Α και x�Β, τότε χΑ(x)=1, χB(x)=0 αλλά x�A�B, δηλαδή χA�B(x)=1  

  Άρα χA�B(x)= max {χA(x), χΒ(x)}, γιατί 1 = max {1,0} 

 – Aν x�A και x�B, τότε χΑ(x)=0, χB(x)=1 αλλά x�A�B, δηλαδή χA�B(x)=1  

  Άρα χA�B(x)= max {χA(x), χΒ(x)}, γιατί 1 = max {1,0} 

 – Αν x�A και x�B, τότε χΑ(x)=1, χB(x)=1 αλλά x�A�B, δηλαδή χA�B(x)=1  

   Άρα χA�B(x)= max {χA(x), χΒ(x)}, γιατί 1 = max {1,1}  

 – Aν x�A και x�B, τότε χΑ(x)=0, χB(x)=0 αλλά x�A�B, δηλαδή χA�B(x)=0 

   Άρα χA�B(x)= max {χA(x), χΒ(x)} 

 Τελικά σε κάθε περίπτωση ισχύει χA�B(x)= max {χA(x), χΒ(x)} 

ii) Έστω τυχαίο x�X. Τότε έχουμε τις εξής περιπτώσεις: 

 – Αν x�Α και x�Β, τότε χΑ(x)=1, χB(x)=0 άρα min {χA(x), χB(x)}=0 

  Αλλά x�A�B 	 χA�B(x)=0. Άρα χA�B(x) = min {χA(x), χΒ(x)} 

 – Αν x�Α και x�Β, τότε χΑ(x)=0, χB(x)=1 άρα min {χA(x), χB(x)}=0 

  Αλλά x�A�B 	 χA�B(x)=0. Άρα χA�B(x) = min {χA(x), χΒ(x)} 

 – Αν x�Α και x�Β, τότε χΑ(x)=1, χB(x)=1 άρα min {χA(x), χB(x)}=1 

  Αλλά x�A�B 	 χA�B(x)=1. Άρα χA�B(x) = min {χA(x), χΒ(x)} 

 – Αν x�Α και x�Β, τότε χΑ(x)=0, χB(x)=0 άρα min {χA(x), χB(x)}=0 

  Αλλά x�A�B 	 χA�B(x)=0. Άρα χA�B(x) = min {χA(x), χΒ(x)} 

 Τελικά σε κάθε περίπτωση ισχύει χA�B(x)= min {χA(x) , χΒ(x)} 
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iii) Έστω τυχαίο x�X. Τότε έχουμε τις εξής περιπτώσεις: 

 – Αν x�Α, τότε x�ΑC 

 Άρα χΑ(x)=1 και χΑC(x) =0,  

 Οπότε ισχύει χAC(x) = 1–χA(x) 

 – Αν x�Α, τότε x�ΑC 

 Άρα χΑ(x)=0 και χΑC(x) =1,   

 Οπότε ισχύει χAC(x) = 1–χA(x) 

Όλοι οι παραπάνω χαρακτηρισμοί θα μας είναι πολύ χρήσιμοι παρακάτω για την 

γενίκευση των πράξεων στην περίπτωση των ασαφών συνόλων.  

 

1.1.2  Iδιότητες των πράξεων κλασσικών συνόλων 

Έστω Χ ένα σύνολο αναφοράς και Α�Χ�, Β�Χ�, Γ�Χ . 

Τότε: 

Ι. A�B = B�A (αντιμεταθετικότητα της ένωσης) 

ΙΙ. (A�B)�Γ = A�(B�Γ) (προσεταιριστικότητα της ένωσης) 

ΙΙΙ.  A�� = Α (απορροφητικότητα (Identity)) 

ΙV.  A�Α = Α,  A�Α = Α 

V.  A�ΑC = X (αρχή του αποκλειόμενου τρίτου) 

VI.  Α�Β 
 A�B = Β 

VII.  A�B = B�A (αντιμεταθετικότητα της τομής) 

VIII.  (A�B)�Γ = A�(B�Γ) (προσεταιριστικότητα της τομής) 

IX.  A��� = Α (απορροφητικότητα (Identity)) 

 Β �
 � �
�

� 
 ��

C C C

C C C

Χ. (Α Β) = Α

XI. (Α Β) = Α Β
 (αρχές του De Morgan) 

XII. A�ΑC = � (αρχή της αντίφασης) 

XIII. A�(B�Γ) = (A�B)�(A�Γ) (επιμεριστική ιδιότητα της τομής  

ως προς την ένωση) 

XIV. A�(B�Γ) = (A�B)�(A�Γ) (επιμεριστική ιδιότητα της ένωσης  

ως προς την τομή) 



Κεφ. 1: Κλασσικά σύνολα και προτασιακοί τύποι 15 

Δίνουμε έμφαση στην αρχή της αντίφασης και στην αρχή του αποκλειόμενου 

τρίτου: 

α) Αρχή της αντίφασης A�ΑC = �, δηλαδή δεν μπορεί ένα στοιχείο να ανήκει 

στο Α και να μην ανήκει σ’ αυτό, ή χρησιμοποιώντας τη γλώσσα των πιθα-

νοτήτων δεν μπορεί κάτι να συμβαίνει και να μην συμβαίνει. 

β) Αρχή του αποκλειόμενου τρίτου A�ΑC = X, σημαίνει ότι το τυχόν x�Χ 

ανήκει στο Α ή (αποκλειστικά) στο ΑC , ή χρησιμοποιώντας πιθανοθεωρητι-

κή γλώσσα συμβαίνει πάντα ή το Α ή το ΑC. 

Θα δούμε ότι στην περίπτωση των ασαφών συνόλων δεν ισχύουν οι δύο παρα-

πάνω αρχές. 

 

1.1.3  Σύνολα φραγμένα άνω (supremum) και φραγμένα κάτω (infimum) 

Έστω Α�o.  

� Το Α λέγεται φραγμένο άνω αν υπάρχει �k�o, �ώστε �α���k, �α�Α.  

� Το Α λέγεται φραγμένο κάτω αν υπάρχει �ℓ�o, �ώστε �α�
�ℓ, �α�Α. 

Είναι γνωστό το εξής θεώρημα: 

Θεώρημα:   

Αν Α είναι φραγμένο άνω τότε υπάρχει ένα ελάχιστο άνω φράγμα που λέγεται 

supremum του Α και συμβολίζεται με supA (προφανώς αν το Α είναι πεπερα-

σμένο τότε supA=maxA). 

Άρα ένας αριθμός k είναι το supA, δηλαδή k�=�supA αν: 

  α � k , � α�Α   και 

  � ε�>�0, υπάρχει α�Α, α+ε�>�k 

Όμοια 

Θεώρημα:   

Αν το Α είναι φραγμένο κάτω υπάρχει ένα μέγιστο κάτω φράγμα που λέγεται 

infimum και συμβολίζεται με infΑ και έχει τις δυϊκές από τις παραπάνω ιδιό-

τητες του supremum. 

Άρα ένας αριθμός ℓ είναι το infA, δηλαδή ℓ�= infA αν: 

  α ≥ ℓ , � α�Α  και 

  � ε�>�0, υπάρχει α�Α, α–ε < ℓ 
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Π.χ.  εάν Α=(0, 1)τότε supA=1, infΑ=0. 

  εάν Α=(0, 1]τότε supA=maxA=1, infΑ=0. 

 

1.1.4  Προτασιακοί τύποι στην κλασσική λογική 

Κάθε πρόταση στην κλασσική μαθηματική λογική (Τζουβάρας, 1998, Παπαδό-

πουλος, 2006,) έχει δύο τιμές αλήθειας 0 ή 1 (ψευδές F ή αληθές T). Αν p, q είναι 

δύο προτάσεις τότε ορίζονται ως εξής: 

α) Η διάζευξη �  

Η �p�q� συμβολίζει την διάζευξη δύο προτάσεων με τιμές αλήθειας: 
 

Πίνακας 1.1 

p q p � q 

0 0 0

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 

  

Με άλλα λόγια η p�q είναι αληθής αν η μία απ’ τις δύο είναι αληθής. 

  p�q = max {p, q}   

Παράδειγμα: Αν  p: ο αριθμός 2 είναι πρώτος (T) 

     q: ο αριθμός 10 είναι πολλαπλάσιο του 3 (F) 

Τότε:  

p�q: o 2 είναι πρώτος ή το 10 είναι πολλαπλάσιο του 3 έχει τιμή αλήθειας 1. � 

β) Η σύζευξη � 

Η p�q συμβολίζει την σύζευξη δύο προτάσεων με τιμές αλήθειας: 
 

Πίνακας 1.2 

p q p � q

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1



Κεφ. 1: Κλασσικά σύνολα και προτασιακοί τύποι 17 

Δηλαδή η σύζευξη δύο προτάσεων είναι αληθής αν και μόνο αν οι δύο προτάσεις 

είναι αληθείς.  

p�q = min {p, q}  

 

Παράδειγμα: Αν  p: η αντοχή του κτιρίου είναι ικανοποιητική είναι αληθής (T)  

     q: το υπέδαφος είναι αργιλώδες είναι αληθής (T) 

Τότε:  

p�q:  η αντοχή του κτιρίου είναι ικανοποιητική και το υπέδαφος είναι αργιλώ-

δες έχει τιμή αλήθειας 1.  � 

 

γ)  Η άρνηση 

Με �(ή ¬)p συμβολίζουμε την άρνηση της πρότασης p με τιμές αλήθειας: 
 

Πίνακας 1.3 

p ~p

0 1

1 0
  

Παράδειγμα: Αν  p:  η βροχόπτωση στην Ξάνθη κατά τον μήνα Ιούλιο είναι με-

γαλύτερη από 20�mm είναι ψευδής (F). 

Τότε:  

�p:   η βροχόπτωση στην Ξάνθη κατά τον μήνα Ιούλιο είναι μικρότερη ή ίση από 

20�mm είναι αληθής.  � 

 

δ) Η συνεπαγωγή 

Έστω p, q δύο προτάσεις. Με p�	�q εννοούμε ότι η p συνεπάγεται την q.  

Ορίζουμε την  p�	�q = �p�q   

Αυτό σημαίνει ότι για να βρούμε τον πίνακα αλήθειας του p�	�q αρκεί να βρού-

με τον πίνακα αλήθειας της �(ή ¬)p�q: 
 

Πίνακας 1.4 

P q ~p ~p�q 

0 0 1 1 

0 1 1 1 

1 0 0 0 

1 1 0 1 
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Άρα οι τιμές αλήθειας της �p�	�q είναι : 

 

Πίνακας 1.5 

P q p�	�q 

0 0 1 

0 1 1 

1 0 0 

1 1 1 

  

Η συνεπαγωγή p�	�q είναι αληθής πάντα εκτός της περίπτωσης που η p είναι 

αληθής και η q είναι ψευδής. 

  

1.2  Βασικοί ορισμοί ασαφών συνόλων 

1.2.1  Ορισμός ασαφούς συνόλου 

Εάν Χ είναι ένα σύνολο αντικειμένων ή αριθμών, που συμβολίζονται με x, τότε 

ένα ασαφές σύνολο (Fuzzy set) A�  υποσύνολο του Χ, είναι ένα σύνολο διατε-

ταγμένων ζευγών, x και 
A A

μ (x): A {x,μ (x) x X}� �� �� , όπου 
A

μ (x) (ή Α(x))� �  είναι η 

συνάρτηση συμμετοχής (membership function), η οποία εκφράζει για το στοι-

χείο x τον βαθμό συμμετοχής του ή τον βαθμό αλήθειας ως προς το ασαφές σύ-

νολο A� . Εφεξής τα ασαφή σύνολα θα φέρουν προς διαχωρισμό από τα κλασσικά 

μια περισπωμένη και επιπλέον οι δύο ανωτέρω συμβολισμοί 
A

(μ (x) ή Α(x))� � της 

συνάρτησης συμμετοχής θα χρησιμοποιούνται αδιακρίτως.  

 

X

μã(x)=0.5

μã(x)=0.25

μã(x)=1

μã(x)

Ã μã(x)=0.75

 

Σχ 1.8 
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Σχ. 1.66  Λύσεις της παραπάνω εξίσωσης e1 I1X X .�  
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Σχ. 1.67  Λύσεις της παραπάνω εξίσωσης e2 I2X , X .  

 

1.6  Μέθοδος των ακραίων σημείων (Vertex Method) 

1.6.1  Γενικότητες 

Το θεώρημα επέκτασης του Zadeh (1965, 1975) αποτελεί τη θεωρητική βάση για 

όλες σχεδόν τις μεθόδους αριθμητικών υπολογισμών στα ασαφή σύνολα. Επε-

κτείνει τις συναρτήσεις των πραγματικών αριθμών σε ασαφείς συναρτήσεις με 

ένα συνεπή τρόπο και έχει γίνει γενικά αποδεκτό. Το θεώρημα αυτό έχει ήδη 
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παρουσιαστεί και αναφέρεται εδώ για διευκόλυνση του αναγνώστη, έχει δε ως 

εξής: 

Έστω ότι τα ασαφή σύνολα � � �
1 2 nA ,A ,...A ,  με συναρτήσεις συμμετοχής μ1,�…μn, 

ορίζονται στα γενικά σύνολα Χ1,…Χn, αντίστοιχα. Έστω τώρα f: (Χ1x Χ2,…xΧn) 

→Y, η συνάρτηση που απεικονίζει τον Καρτεσιανού γινομένου χώρο (Χ1x,… 

xΧn) στο χώρο Υ, (y�=�f(x1,…,xn)� �y Y).  O ασαφής μετασχηματισμός B�  για την 

περίπτωση αυτή ορίζεται ως: � � � ��
1 2 nB f(A ,A ,...A ),  και η συνάρτηση συμμετοχής 

του μετασχηματισμού B�  δίνεται από τη σχέση: 

1 2 n

1 2 n

1 nB Α Α
y f (x ,x ,...x )

1 nA A
y f (x ,x ,...x )

μ (y) { [μ (x ), ,μ (x )}

max {min[μ (x ), ,μ (x )]} .

�

�

� �

�

� �� � �

� �

�

�
 

Οι ασαφείς αριθμητικές πράξεις γίνονται με τον τρόπο αυτό και ονομάζονται 

ενίοτε επεκταμένες αριθμητικές πράξεις. Αν και η εκτέλεση σύνθετων αριθμητι-

κών πράξεων ορίζεται από την αρχή της επέκτασης, η εφαρμογή της διαδικασίας 

επίλυσης δεν είναι απλή. Σύμφωνα με τους Baas and Kwakernaak (1977) η max-

min επίλυση που δίνεται από το θεώρημα της επέκτασης είναι ισοδύναμη με ένα 

μη γραμμικό πρόβλημα, το οποίο σε γενικές γραμμές είναι πεπλεγμένο εκτός 

από απλές περιπτώσεις. 

Σήμερα έχουν αναπτυχθεί και άλλες μεθοδοι για τις αριθμητικές πράξεις και 

σύμφωνα με τον Klimke(2006) ταξινομούνται σε δύο κατηγορίες: 

α) Κλασσικές ασαφείς αριθμητικές μέθοδοι. 

β) Εξαναγκασμένες ασαφείς αριθμητικές μέθοδοι. 

� Η κλασσική κατηγορία περιλαμβάνει ασαφείς αριθμητικές πράξεις βασισμέ-

νες σε LR-ασαφείς αριθμούς, σύμφωνα με τους Dubois and Prade (1980), α-

σαφείς αριθμητικές πράξεις βασισμένες σε αριθμητική διαστημάτων σύμφωνα 

με τους Kaufmann and Gupta (1991), ή άλλες μεταβολές (Giachetti and 

Young, 1997). Παρέχουν ένα τρόπο για αριθμητικό υπολογισμό ασαφών εκ-

φράσεων με ένα συγκεκριμένο αλγόριθμο. Εν τούτοις αυτές οι μέθοδοι έχουν 

ένα κοινό χαρακτηριστικό γνώρισμα που ενδεχόμενα οδηγεί σ’ ένα σοβαρό 

ελάττωμα: Κάθε μεταβλητή θεωρείται ως ανεξάρτητη σε κάθε εμφάνιση της, 

ακόμη και αν η ίδια μεταβλητή εμφανίζεται πολλές φορές σε μια δεδομένη 

έκφραση. Αυτό οδηγεί συνήθως σε μια μεγάλη υπερεκτίμηση�(overestimation) 

του αποτελέσματος, όπως έχει ήδη αποδειχθεί από τους Dong and Shah 

(1987), Wood et al. (1992), Yang et al (1993), Klir (1997), Hanss (2002).  
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� Οι εξαναγκασμένες ασαφείς αριθμητικές μέθοδοι αποφεύγουν το αποτέλε-

σμα της υπερεκτίμησης των κλασσικών μεθόδων με άμεσο υπολογισμό της 

λύσης της αρχής της επέκτασης. Οι Dong and Shah (1987) προτείνουν μια 

προσέγγιση της μη υπερεκτίμησης που ονομάζεται μέθοδος των ακραίων 

σημείων ή των κορυφών (vertex method). Στην αρχική της μορφή, η μέθο-

δος εφαρμόστηκε μόνο σε μονότονες συναρτήσεις. Στη συνέχεια παρουσιά-

στηκε ένας βελτιωμένος αλγόριθμος από τους Wood et al. (1992), και έτσι 

δημιουργήθηκε μια πρόσθετη διαδικασία για μη μονότονες συναρτήσεις. 

Σύμφωνα με τη διαδικασία αυτή αναγνωρίζονται τα εσωτερικά ακραία ση-

μεία, είτε με αναλυτικό είτε με αριθμητικό τρόπο με αλγόριθμο κατάλληλο 

για χωρική βελτιστοποίηση μη γραμμικών συναρτήσεων. Τελευταία ο Hanss 

(2002, 2003) πρότεινε τη μέθοδο του μετασχηματισμού, που αποτελεί μια 

πρακτική προσέγγιση για εκτίμηση ασαφών μοντέλων, χωρίς την ανάγκη 

εξωτερικών αλγορίθμων βελτιστοποίησης. Επίσης οι Hanss (2002) και Hanss 

and Klimke(2004) προτείνουν ένα πλαίσιο ανάλυσης ευαισθησίας. Πρόσθε-

τες εφαρμογές των εξαναγκασμένων ασαφών αριθμητικών μεθόδων δόθη-

καν από τους Yang et al (1993) και Navara and Žabokrtský (2001). Στα πα-

ρακάτω θα παρουσιάσουμε αναλυτικά τη μέθοδο των ακραίων σημείων 

(vertex method) με αριθμητικά παραδείγματα. 

 

1.6.2  Αριθμητικές πράξεις διαστημάτων 

Oι αριθμητικές πράξεις σε αριθμούς με διαστήματα ορίζονται ως εξής: 

 * *� � � � �[a,b] [c,d] {x y a x b,c y d},  (2.95) 

όπου το σύμβολο * είναι ένα από τα τέσσερα σύμβολα των αριθμητικών πράξε-

ων: +, –, � , /. Οι αριθμητικές πράξεις για αριθμούς με διαστήματα έχουν τις ακό-

λουθες ιδιότητες: 

Προσεταιριστικότητα (Associativity): 

 I�+�(J+K) = (I+J)�+�K (1.36) 

Αντιμεταθετικότητα(Commutativity): 

 I�+�J = J�+�I 

 I � J = J � I (1.37) 

Σε ότι αφορά όμως την επιμεριστικότητα (Distributivity), αυτή δεν ισχύει πά-

ντοτε. Πράγματι έχουμε: 
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Υποεπιμεριστικότητα (Subdistributivity) 

 I (J K) I J I K .� � �� � �  (1.38) 

Παράδειγμα: 

Έστω �Ι�=�[1,2],  J�=�[2,3],  K�=�[1,4]. Τότε θα ισχύει: 

 I (J K)� �� [1,2]∙([2,3]-[1,4])=[1,2]∙[-2,2]=[-4,4], 

 I J I K� �� � [1,2]∙[2,3]-[1,2][1,4]=[2,6]-[1,8]=[-6,5], 

δηλαδή: 

 � � �� � �I (J K) I J I K,   ή  � � �[ 4,4] [ 6,5],  

το οποίο συνεπάγεται ότι μετά την επιμεριστικότητα το διάστημα διευρύνθηκε. � 

 

1.6.2..1  Μεταβλητές διαστημάτων και συναρτήσεις 

Ως μεταβλητή διαστήματος Χ ορίζεται(Moore, 1966) η μεταβλητή της οποίας η 

τιμή είναι ο αριθμός διάστημα [a,b] ή Ι. Όλες οι αριθμητικές πράξεις των αριθ-

μών διαστημάτων εφαρμόζονται και στις μεταβλητές διαστήματος. Μια συνάρ-

τηση της μεταβλητής διαστήματος Χ=[a,b] ορίζεται από τη σχέση: 

 � � � � �Y f(X) {f(x x X)} {f(x) x [a,b]}.  (1.39) 

Όταν η f(x) είναι συνεχής και μονότονη στο X=[a,b], η Υ δίνεται από τη σχέση: 

 Y [min(f(a),f (b)),max(f(a),f (b))].�  

Παράδειγμα: 

Έστω ��� f(x)�=�2x+3� και �Χ�=�[a,b]�=�[1,5]. 

Tότε θα έχουμε:   f(a)�=�5,  f(b)�=�13 

και    Υ�=�[min(5,13),  max(5,13)]�=�[5,13]�=�[2,10]+3. 

Για την περίπτωση ενός n-διάστατου χώρου η συνάρτηση ορίζεται ως εξής: 

 
� �

� � � � �
1 2 n

1 2 n 1 2 n 1 2 n

Y f(X ,X ,...X )

{f(x ,x ,...x ) (x ,x ,...x ) (X X ,... X )},
 (1.40) 

όπου: Xi�=�[ai,bi], i�=�1,2,…n. 

Όλες οι μεταβλητές διαστήματος δημιουργούν έναν n-διάστατο (Καρτεσιανού 

γινομένου) χώρο � � ��1 2 nX X , X  με 2n ακραία σημεία, όπως φαίνεται στο πα-

ρακάτω σχήμα για την 3-διάστατη περίπτωση. 
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Σχ. 1.68  Κυβοειδές για την περίπτωση n=3 . 
 

Τα 2n ακραία σημεία των Xi δημιουργούν λοιπόν 2n διακεκριμένες μεταθέσεις 

του n-διάστατου συνόλου 1 2 n(X ,X ,...X ),  όπου το Χ1, μπορεί να είναι είτε a1 είτε 

b1 , το Χ2, μπορεί να είναι είτε a2 είτε b2 κ.ο.κ., και αποτελούν τα 2n ακραία ση-

μεία ενός 2n-διάστατου κυβοειδούς. Ορίζουμε τις μεταθέσεις αυτές με β1,�β2, �

n2
β ,  όπου: 

 

n

1 1 2 n

2 1 2 n

1 2 n2

β : (a ,a ,...,a )

β : (b ,a ,...,a )
................................
................................

β : (b ,b ,...,b )

 

Για την περίπτωση του παραπάνω σχήματος οι 8 κορυφές του ορθογωνίου πα-

ραλληλεπιπέδου έχουν τις ακόλουθες συντεταγμένες: 

 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

4 1 2 3

β :(a ,a ,a ) , ( 1, 1, 1)

β :(b ,a ,a ) , ( 1, 1, 1)

β :(a ,b ,a ) , ( 1, 1, 1)

β :(b ,b ,a ) , ( 1, 1, 1)

� � �

� �

� �

�

                

5 1 2 3

6 1 2 3

7 1 2 3

8 1 2 3

β :(a ,a ,b ) , ( 1, 1, 1)

β :(b ,a ,b ) , ( 1, 1, 1)

β :(a ,b ,b ) , ( 1, 1, 1)

β :(b ,b ,b ) , ( 1, 1, 1)

� �

�

�
 

 
Σημείωση: Το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο μετατρέπεται σε κύβο με άξονες που διέρ-

χονται από το κέντρο του και με τις αδιάστατες συντεταγμένες που εμφανίζονται δίπλα 

στις παλαιές, και για το λόγο αυτό του δόθηκε η ονομασία «κυβοειδές» από τον Hanss 
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(2002) ή και «υπερκυβοειδές» για υπερχώρο. Πολλοί συγγραφείς χρησιμοποιούν και τη 

λέξη υπερορθογώνιο για τον υπερχώρο (Θεοδώρου, 2010. )Για το παραπάνω ορθογώνιο 

παραλληλεπίπεδο εισάγουμε νέο σύστημα συντεταγμένων που διέρχεται από το Κ.Β. του 

ο.π. Οι νέες συντεταγμένες x1, x2, x3 συνδέονται με τις παλαιές με τις σχέσεις: 

 

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 2

3 3 3 3
3 3

a b a b a b a b
x a , x a ,

2 2 2 2

a b a b
x a .

2 2

� � � �
� � � � � � � �

� �
� � � �

 

Εισάγουμε τώρα αδιάστατες μεταβλητές ως εξής: 

 3 31 1 2 2
1 1 2 2 3 3

a ba b a b
ξ x 1, ξ x 1, ξ x 1.

2 2 2

�� �� � � � � � � � � � � �   

Με τον τρόπο αυτό το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο στο σύστημα x1x2x3, μετα-

τράπηκε πλέον σε αδιάστατο κύβο στο σύστημα ξ1ξ2ξ3 . 

Εάν τώρα η �y�=�f(x1,�x2,�…,�xn) είναι συνεχής στον n-διάστατο Καρτεσιανού γινο-

μένου χώρο και δεν υπάρχουν ακραία σημεία στην συνάρτηση, τότε η τιμή της 

συναρτήσεως διαστήματος λαμβάνεται από τη σχέση: 

 n n

1 2 n

1 2 1 22 2

n
i i

i i

Y f(X ,X , X )

min{f(β ),f(β ), f(β )},max{f(β ),f(β ), f(β )}

f(β ), f(β ) , i 1,2, ,2

� �

� �� �� �

� �� �
� �
� �

�

� �

�

 (1.41) 

όπου βέβαια θεωρείται ότι: �f(β1)�=�f(a1,��a2,�…an) κ.ο.κ. 

 

Παράδειγμα: 

Ζητείται να βρεθεί η τιμή της συνάρτησης 1 2 3 1 2 3Y f(X ,X ,X ) X (X X ),� � �  όπoυ 

δίνονται, (Dong and Shah, 1987): 

Χ1�=�[1,�2]�=�[a1,�b1],     Χ2�=�[2,�3]�=�[a2,�b2],     Χ3�=�[1,�4]�=�[a3,�b3]. 

Οι συντεταγμένες των κορυφών του παραλληλεπιπέδου δίνονται από τις σχέσεις: 

1 1 2 3 5 1 2 3

2 1 2 3 6 1 2 3

3 1 2 3 7 1 2 3

4 1 2 3 8 1 2 3

β :(a ,a ,a ) (1, 2,1) β :(a ,a ,b ) (1,2,4)

β :(b ,a ,a ) (2,2,1) β :(b ,a ,b ) (2,2,4)

β :(a ,b ,a ) (1,3,1) β :(a ,b ,b ) (1,3,4)

β :(b ,b ,a ) (2,3,1) β :(b ,b ,b ) (2,3,4)

� �

� �

� �

� �
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Με βάση τις συντεταγμένες αυτές παίρνουμε: 

 

1 5

2 6

3 7

4 8

f(β ) 1 (2 1) 1 f(β ) 1 (2 4) 2

f(β ) 2 (2 1) 2 f(β ) 2 (2 4) 4

f(β ) 1 (3 1) 2 f(β ) 1 (3 4) 1

f(β ) 2 (3 1) 4 f(β ) 2 (3 4) 2

� � � � � ��

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � ��

� �

� �

� �

� �

 

Έτσι θα έχουμε τελικά: 

 Υ�=�[min(1,�2,�2,�4,�–2,�–4,�–1,�–2),  max(1,�2,�2,�4,�–2,�–4,�–1,�–2)]�=�[–4,�4]. 

Ένα μεγάλο πλεονέκτημα της μεθόδου των ακραίων τιμών αποτελεί το γεγονός 

ότι η τιμή της συνάρτησης παραμένει αμετάβλητη όταν η μορφή της έκφρασης 

της συνάρτησης αλλάξει. Έτσι στο παραπάνω παράδειγμα έαν τεθεί: 

   1 2 1 3Y X X X X ,� �� �  

θα εξαχθεί πάλι το ίδιο αποτέλεσμα: 

   Υ=[–4, 4]. 

Η πολλαπλή εμφάνιση της μεταβλητής Χ1 δεν επηρεάζει στη μέθοδο αυτή το 

τελικό αποτέλεσμα. Συγκρίνοντας τώρα το τελικό αυτό αποτέλεσμα με την πα-

ραπάνω περίπτωση εφαρμογής της θεωρίας των διαστημάτων: 

  I J I K� �� � 1 2 1 3X X X X� �� �  [1,�2]∙[2,�3]–[1,�2][1,�4] = [–6,�5], 

παρατηρούμε ότι στη θεωρία των διαστημάτων οι δύο εμφανίσεις της μεταβλη-

τής Χ1 χρησιμοποιήθηκαν ως δύο ανεξάρτητες μεταβλητές με αποτέλεσμα να 

έχουμε διεύρυνση του διαστήματος, δηλαδή υπερεκτίμηση. Δηλαδή η έκφραση 

αυτή ελήφθη ως ακολούθως: 

   � �� �1 2 4 3Y X X X X ,  

ως να είχαμε δηλαδή την Χ1 τέταρτη ανεξάρτητη μεταβλητή, δηλαδή θεωρήθηκε 

ένας 4-διάστατος χώρος με 24=16 ακραία σημεία στον υπερχώρο. Για το χώρο 

αυτό σύμφωνα με τη μέθοδο των ακραίων τιμών, οι μεταθέσεις και η τιμή της 

συνάρτησης Υ στα 16 αυτά ακραία σημεία δίνεται από τον ακόλουθο πίνακα: 
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Πίνακας 1.9  Συντεταγμένες και οι τιμές της συνάρτησης f. 

j jβ  jf(β )  

1 1 2 1 1 1 

2 2 2 1 1 3 

3 1 3 1 1 2 

4 2 3 1 1 5 

5 1 2 4 1 –2 

6 2 2 4 1 0 

7 1 3 4 1 –1 

8 2 3 4 1 2 

9 1 2 1 2 0 

10 2 2 1 2 2 

11 1 3 1 2 1 

12 2 3 1 2 4 

13 1 2 4 2 –6 

14 2 2 4 2 –4 

15 1 3 4 2 –5 

16 2 3 4 2 –2 

 

Από τον πίνακα αυτόν προκύπτει η ακόλουθη τιμή της συνάρτησης Υ: 

 
1 2 4

1 2 16 1 2 16

Y f(X ,X ,...X )

min{f(β ),f(β ),...f (β )}, max{f(β ),f(β ),...f (β )} [ 6,5].

� �

� �� � �� �
 

Όπως διαπιστώνουμε ισχύει: � � �[ 4,4] [ 6,5].  

Παράδειγμα: 

Έστω ότι έχουμε τώρα(Dong and Wong, 1987):  

 �
�1 2

1

X X
Y ,

X
 

όπου �Χ1�=�[2,�4], Χ2�=�[0.4,�1]. 

Η ορθή λύση είναι βέβαια �Υ�=�[0.4,1], διότι θα ισχύει πάντα �Υ�=�Χ2, ανεξάρτητα 

από την τιμή της Χ1. Εν τούτοις εάν κανείς εκτελέσει τις πράξεις με τη μέθοδο 

των διαστημάτων θα προκύψει: 
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1 2

1

X X [2, 4] [0.4,1] [0.8, 4]
Y [0.2, 2] [0.4,1]

X [2, 4] [2, 4]
�� � � � �

�
 

Αυτό συμβαίνει διότι η μεταβλητή Χ1 εμφανίζεται στη μέθοδο των διαστημάτων 

δύο φορές ως ανεξάρτητη μεταβλητή και έτσι προκύπτει υπερεκτίμηση του απο-

τελέσματος. Εάν πράγματι θεωρήσουμε στον παρονομαστή την Χ1 ως νέα μετα-

βλητή Χ3 και εφαρμόσουμε τη μέθοδο των ακραίων τιμών θα έχουμε: 

i

1

2

3

4

5

6

7

8

f(β )

β : (2, 0.4, 2,) 0.4

β : (2, 0.4, 4) 0.2

β : (2, 1, 2) 1

β : (2, 1, 4) 0.5

β : (4, 0.4, 2) 0.8

β : (4, 0.4, 4) 0.4

β : (4, 1, 2) 2

β : (4, 1, 4) 1

 

Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει η ακόλουθη τιμή της συνάρτησης Υ: 

 
1 2 3

1 2 8 1 2 8

Y f(X ,X ,X )

min{f(β ),f(β ), f(β )}, max{f(β ),f(β ), f(β )} [0.2, 2] .

� �

� �� �� �� �
 

1.6.3  Προσέγγιση των α-τομών με τη μέθοδο ακραίων τιμών 

Οι Otto et al(1993) προσδιόρισαν τα ακόλουθα: 

1)  � � �i
α i i iX {x R μ (x ) α}  (1.42) 

 Επειδή η {μi}αποτελεί έναν ασαφή αριθμό, το διάστημα i
αX  είναι κλειστό,  

 δηλαδή  i min max
α i iX [x (α),x (α)]�  και για α�=�0, i

0 iX supp(μ ).�  

2) Έστω α [0,1]� . Θεωρείται ότι 1 2 n
1 2 n α α α(x ,x ,...x ) X X ,.... X� � � � . 

 Το σημείο 1 2 n(x ,x ,...x ) αποτελεί α-ακραίο σημείο εάν   

   � 1 2 nβ β β
1 2 n n1 2(x ,x ,...x ) (x (α),x (α),...x (α)),  

 όπου iβ {min,max},i 1,2,...n.� �  

 Το σύνολο των α-ακραίων σημείων ορίζεται ως Rn(α), όπου � n
nR (α) 2 .  

 Ορίζονται επίσης τα σημεία: 
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 α α
min n max ny min{f(x) x (α)}, y max{f(x) x (α)}.� � � �� �  (1.43) 

Το διάστημα α α
min max[y ,y ]  καλείται προκύπτουσα α-τομή ακραίου σημείου και 

συμβολίζεται ως Y α. 

Με βάση τα παραπάνω εισάγεται μια συνδυαστική συνάρτηση P  (combination 

function), η οποία είναι συνεχής στον  on: [0,1]n→[0,1],  έτσι ώστε η συνάρτηση: 

1 2 nμ(x ,x ,...x )� 1 1 n n(μ (x ),...μ (x ))P στον on να έχει υπόβαθρο στον Καρτεσια-

νού γινομένου χώρο 1 2 n
0 0 0X X ,.... X� � � . Αποδεικνύεται (Otto et al, 1993) ότι η 

συνάρτηση αυτή τείνει σε μια συνάρτηση f�:�on:�→o της οποίας η συνάρτηση 

συμμετοχής είναι η μf.  

Οι α-τομές της μf ορίζονται στο χώρο Wα�=�f 
1 2 n
α α α(X X ,.... X )� � � . Αποδεικνύε-

ται επίσης (Otto et al, 1993) ότι ισχύει: 

 Wα → Y α. 

Ως συμπέρασμα η μέθοδος των ακραίων τιμών τείνει στο θεώρημα επέκτασης 

του Zadeh (1965) υπό ορισμένες προϋποθέσεις, δηλαδή υπάρχουν και περιπτώ-

σεις όπου η μέθοδος vertex δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί. 

 

1.6.4  Αλγόριθμος της μεθόδου 

Θεωρούμε ασαφείς αριθμούς � � �
1 2 nX ,X ,...X που ορίζονται στην ευθεία των πραγ-

ματικών αριθμών και συμβολίζουμε με xi ένα στοιχείο του iX ,i 1,...n.��  Τα στοι-

χεία 1 2 nx ,x ,...x  συνδέονται με ένα πραγματικό αριθμό y με τη σχέση y�=�f(x1,�

x2,…xn). Η λύση για τον ασαφή αριθμό 1 2 nY f(X ,X ,....X )�� � � �  ακολουθεί τα ακό-

λουθα βήματα: 

1. Διαιρούμε την περιοχή της συνάρτησης συμμετοχής [0,�1] σε πεπερασμένο 

αριθμό α-τομών που τις ονομάζουμε ως α1,�α2,�…�αm. H λεπτότητα της δια-

μέρισης εξαρτάται από την επιδιωκόμενη ακρίβεια. 

2. Για κάθε τιμή της συνάρτησης συμμετοχής αj βρίσκουμε τα αντίστοιχα δια-

στήματα για την ��
i iX , στην x , i 1,...n. Αυτά αποτελούν τα υπόβαθρα των 

αj-τομών των � � �
1 2 nX , X ,... X .  Τα ακραία σημεία των διαστημάτων αυτών ορί-

ζονται ως: [a1,�b1],�[a2,�b2],�…�, κ.λ.π. 

3. Λαμβάνουμε ένα ακραίο σημείο από κάθε διάστημα, και τα ακραία σημεία 

μπορούν να συνδυαστούν σε ένα n-διάστατο σύνολο. Υπάρχουν 2n δια-

κεκριμένες μεταθέσεις που δίνουν 2n συνδυασμούς για το διάνυσμα  

(x1,�x2,…,�xn). 
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4. Υπολογίζουμε τη συνάρτηση � 1 2 ny f(x ,x ,...x ) για κάθε μία από τις 2n μετα-

θέσεις και βρίσκουμε 2n τιμές της y, τις οποίες συμβολίζουμε ως y1,�y2,…,�y2n. 

Το επιθυμητό αποτέλεσμα είναι: 

 k k
k k

y , y� �� �
� � . 

 Τα σημεία αυτά ορίζουν το υπόβαθρο της αj-τομής. 

5. Επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία για άλλες τιμές της αj-τομής για να πετύ-

χουμε πρόσθετες α-τομές για τον ασαφή αριθμό �� � � ��1 2 nY f(X ,X , X ) . 

 

Παράδειγμα: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση � � � �� � � �3 2f(X) X X 17X 15,  όπου X�  αποτελεί έναν α-

σαφή αριθμό που δίνεται με τη μορφή α-τομών:  

 αX [4 0.5α, 5 0.5α]� � ��  (Hanss, 2002). 

Εάν εφαρμόσουμε τη μέθοδο των διαστημάτων για α�=�0, έχουμε: α 0X [4,5]� ��  

και με άμεση εφαρμογή της αριθμητικής διαστημάτων λαμβάνουμε: 

 3 2[4,5] [4,5] 17[4,5] 15 [ 61,26].� � � � �  

Σημείωση:Περιοριζόμαστε μόνο στην παραπάνω μορφή της συνάρτησης, χωρίς να πάμε 

σε άλλες μετασχηματισμένες μορφές (Horner κ.λ.π.) που μας δίνουν επίσης εσφαλμένα 

αποτελέσματα. 

Εάν τώρα εφαρμόσουμε τη μέθοδο vertex με μία μόνο άγνωστη μεταβλητή θα 

πάρουμε: 

 f(4)�=�43–42–17*4-15�=�–35,    f(5)�=�53–52-17*5–15�=�0. 

Άρα:  0f(X ) f([4, 5]) [ 35, 0]� � �� . 

Επιλέγονται τώρα και άλλες τιμές της α και παίρνουμε τιμές της f σε διάφορες α-

τομές. Π.χ. για α�=�0.5 με τη μέθοδο των διαστημάτων έχουμε: 

 0.5X [4.25, 5.75]��  

και η f με τη μέθοδο των διαστημάτων παίρνει την τιμή: 

 fi ([4.25, 5.75])= [–41.54, 1.86], 

ενώ με τη μέθοδο vertex παίρνει την τιμή: 
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   fv([4.25, 5.75]) = [–28.54, –11.14]. 

Όπως φαίνεται δε ισχύει πάντοτε v if f� � �i interval v vertex(f f , f f )  

Στο παρακάτω σχήμα εμφανίζεται η μf για τις δύο περιπτώσεις και για α [0,1]� , 

 

0

0.2

0.4

-35

0.6

0.8

1

1.2

-70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

α

Μέθοδος

διαστημάτωνΑκριβής

λύση

 

0 x

X3–X2–17X–15
~ ~ ~

Xα=[4+0.5α,5–0.5α]
~

 

Σχ. 1.69  Συνάρτηση συμμετοχής της f. 
 

Παράδειγμα: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση (Dong and Wong, 1987): 

  
� �

�
� �

� � � � � �� �
� � �

1 1 2 2 3 3
i i

1 2 3

W X W X W X
f(W ,X ) ,

W W W
 

όπου οι μεταβλητές 1 2 3 1 2 3X ,X ,X ,W ,W ,W� � � � � �  είναι ασαφείς μεταβλητές που δίνο-

νται από τις α-τομές τους ως εξής: 

 α α α
1 2 3X [α, 2 α],X [2 α, 4 α],X [4 α, 6 α],� � � � � � � �� � �  

 � � � � � � � �� � �α α α
1 2 3W [0.3α, 0.9 0.6α],W [0.4 0.3α,1 0.3α],W [0.6 0.2α,1 0.2α].  

Εφαρμόζουμε τη μέθοδο vertex για την εύρεση της μf της παραπάνω συναρτή-

σεως για τιμές της α=0, 0.5, 1 και οι τιμές αυτές δίνονται παρακάτω: 
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Πίνακας 1.10  Τιμές για  α�=�0, 0.5, 1. 

α Χ1 Χ2 Χ3 W1 W2 W3 

0 [0,�2] [2,�4] [4,�6] [0,�0.9] [0.4,�1] [0.6,�1] 

0,5 [0.5,�1.5] [2.5,�3.5] [4.5,�5.5] [0.15,�0.6] [0.55,�0.85] [0.7,�0.9] 

1 [1,�1] [3,�3] [5,�5] [0.3,�0.3] [0.7,�0.7] [0.8,�0.8] 

 

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 1 2 3 4 5 6 7

x

α

X1
~

X2
~

X1
α=[α, 2–α] X3

α=[4+α, 6–α]X2
α=[2+α, 4–α]

X3
~

 

Σχ. 1.70  Συναρτήσεις συμμετοχής των Χ1,Χ2,Χ3. 

 

x
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

α

W3
α= [0.6+0.2α, 1-0.2α]

W2
α= [0.4+0.3α, 1-0.3α]W1

α=[0.3α, 0.9-0.6α]

 

Σχ. 1.71  Συναρτήσεις συμμετοχής των W1,W2,W3. 
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 1 2 3 4 5 6

x

α

f =
W1X1+W2X2+W3X3

W1+W2+W3

 

Σχ. 1.72  Συνάρτηση συμμετοχής της f. 

 

Στα παραπάνω σχήματα 1.70, 1.71, 1.72, δίνονται οι συναρτήσεις συμμετοχής 

των Χ1,�Χ2,�Χ3, �W1,�W2,�W3, καθώς και η συνάρτηση συμμετοχής της συνάρτησης 

f για τις τρεις α-τομές (α=0,�α=0.5,�α=1). Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η αναλυτική 

έκφραση της fl δίνεται από την παρακάτω σχέση (Dong and Wong, 1987): 

 

2

f

1 2 3
f

1 2 3

1 2 3

0.1α 3.3α 3.2
0 α 0.375 μ

1.9 0.1α

αω (α 2)ω (α 4)ω
0.375 α 1 μ ,

ω ω ω

ω 0.9 0.6α , ω 1 0.3α , ω 0.6 0.2α .

� � �� � � �

� � � �
� � � � �

� � � � � �

�

�  

Όπως φαίνεται στο σχ 1.72 στις α-τομές 0, 0.5 και 1 οι τιμές της μεθόδου vertex 

ταυτίζονται με τις τιμές της αναλυτικής λύσης μέχρι το τρίτο δεκαδικό ψηφείο. 

Στους παρακάτω πίνακες δίνονται οι τιμές των 26=64 μεταθέσεων για τις μετα-

βλητές Χ1, Χ2, Χ3, W1, W2, W3 και για α�=�0, 0.5, 1. Επίσης δίνεται το Πρόγραμμα 

Vertex σε μορφή Visual Fortran και για την περίπτωση μονότονης συνάρτησης. 
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