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Πρόλογος 

Ο σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να αναλυθεί το θέµα του δυναµικού προγραµ-

µατισµού ως αντικείµενο που επηρεάζει τη λήψη αποφάσεων στην αντικατάσταση ενός 

αεροσκάφους ή στην ενοικίαση του µε το χαµηλότερο κόστος. 

Λαµβάνοντας υπόψη πραγµατικά δεδοµένα µε προσέγγιση αναλύεται η κάθε µέθοδος µε 

την οποία µπορεί να αντικατασταθεί ένα εργαλείο σε ένα χρονικό ορίζοντα µε χρήση της 

αντικατάστασης µέσω πώλησης/αγοράς ή µε τη χρήση της ενοικίασης. Μέσω 

συναρτήσεων ελαχίστου κόστους και µε τη βοήθεια προγραµµάτων σε Matlab, 

εντοπίζεται η βέλτιστη χαµηλότερη τιµή του κόστους για την κατοχή ενός αεροσκάφους 

από την εταιρεία για κάποιο χρονικό ορίζοντα. 

Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας αναλύονται τα σηµαντικότερα θέµατα της 

επιχειρησιακής έρευνας και του δυναµικού προγραµµατισµού. Αναφέρονται οι 

κατηγορίες µεθόδων της επιχειρησιακής έρευνας και οι µέθοδοι λήψης αποφάσεων. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο αναλύεται το πρόβληµα αντικατάστασης εργαλείων. 

Παρουσιάζονται δύο προβλήµατα αντικατάστασης εργαλείων. Το πρώτο αφορά την 

αντικατάσταση εργαλείων χωρίς να χρησιµοποιηθεί η επιλογή της ενοικίασης στον 

χρονικό ορίζοντα της εφαρµογής της. Η επιλογή των αποφάσεων αφορά την 

αντικατάσταση ή τη διατήρηση του εργαλείου. Το δεύτερο αφορά την αντικατάσταση 

εργαλείων µε χρήση της επιλογή της ενοικίασης. Σκοπός είναι η µελέτη της περίπτωσης 

να µπορεί να αντικατασταθεί το εργαλείο µε ένα νέο αλλά κάθε φορά να νοικιάζεται και 

όχι να αντικαθίσταται χωρίς να εµπλέκονται οι κινήσεις αγοράς και πώλησης. 

Υλοποιήθηκαν δύο προγράµµατα σε κώδικα Matlab µε µεθόδους εύρεσης του βέλτιστου 

κόστους αλλά και της βέλτιστης πολιτικής. 

Στο τρίτο κεφάλαιο αναλύεται το πρόβληµα αντικατάστασης εργαλείων στον αεροπορικό 

στόλο. Αρχικά γίνεται µια εκτενής παρουσίαση του προβλήµατος της αντικατάστασης 

στον αεροπορικό στόλο και παρουσιάζονται δεδοµένα και στοιχεία από διάφορες πηγές. 

Παρουσιάζονται δύο παραδείγµατα αντικατάστασης εργαλείων στον αεροπορικό στόλο. 

Το πρώτο αφορά την αντικατάσταση εργαλείων χωρίς να χρησιµοποιηθεί η επιλογή της 
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ενοικίασης σε κάποιο χρονικό ορίζοντα. Η επιλογή των αποφάσεων αφορά την 

αντικατάσταση ή τη διατήρηση του αεροσκάφους. Το δεύτερο αφορά την αντικατάσταση 

αεροσκάφους µε χρήση της επιλογή της ενοικίασης. Σκοπός είναι η µελέτη της 

περίπτωσης να µπορεί να αντικατασταθεί το αεροσκάφος µε ένα νέο αλλά κάθε φορά να 

νοικιάζεται και όχι να αντικαθίσταται χωρίς να εµπλέκονται οι κινήσεις αγοράς και 

πώλησης. Υλοποιήθηκαν δύο προγράµµατα σε κώδικα Matlab µε µεθόδους εύρεσης του 

βέλτιστου κόστους αλλά και της βέλτιστης πολιτικής. 

Στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα και θέµατα 

µελλοντικής έρευνας. 
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Περίληψη 
Στην παρούσα εργασία αναλύεται το θέµα του δυναµικού προγραµµατισµού ως 

αντικείµενο που επηρεάζει τη λήψη αποφάσεων στην αντικατάσταση ενός αεροσκάφους 

ή στην ενοικίαση ενός άλλου µε το χαµηλότερο κόστος συντήρησης. Λαµβάνοντας 

υπόψη πραγµατικά δεδοµένα µε προσέγγιση αναλύεται η κάθε µέθοδος µε την οποία 

µπορεί να αντικατασταθεί ένα εργαλείο σε ένα χρονικό ορίζοντα µε χρήση της 

αντικατάστασης µέσω πώλησης/αγοράς ή µε την χρήση της ενοικίασης. Μέσω 

συναρτήσεων ελαχίστου κόστους και µε τη βοήθεια προγραµµάτων σε Matlab 

εντοπίζεται η βέλτιστη χαµηλότερη τιµή του κόστους για την κατοχή ενός αεροσκάφους 

από την εταιρεία σε συγκεκριµένο χρονικό ορίζοντα. Αναλύονται  τα  σηµαντικότερα  

θέµατα  της επιχειρησιακής έρευνας και του δυναµικού προγραµµατισµού. Αναφέρονται 

οι κατηγορίες µεθόδων της επιχειρησιακής έρευνας και οι µέθοδοι λήψης αποφάσεων. 

Αναλύεται το πρόβληµα αντικατάστασης εργαλείων και παρουσιάζονται δύο 

παραδείγµατα αντικατάστασης εργαλείων. Το πρώτο αφορά την αντικατάσταση 

εργαλείων χωρίς να χρησιµοποιηθεί η επιλογή της ενοικίασης στον χρονικό ορίζοντα της 

εφαρµογής της. Η επιλογή των αποφάσεων αφορά την αντικατάσταση ή τη διατήρηση 

του εργαλείου. Το δεύτερο αφορά την αντικατάσταση εργαλείων µε χρήση της επιλογή 

της ενοικίασης. Σκοπός είναι η µελέτη της περίπτωσης να µπορεί να αντικατασταθεί το 

εργαλείο µε ένα νέο αλλά κάθε φορά να νοικιάζεται και όχι να αντικαθιστάται χωρίς να 

εµπλέκονται οι κινήσεις αγοράς και πώλησης. Υλοποιήθηκαν δύο προγράµµατα σε 

κώδικα Matlab µε µεθόδους εύρεσης του βέλτιστου κόστους αλλά και της βέλτιστης 

πολιτικής. Η εφαρµογή των παραπάνω παραδειγµάτων εφαρµόζεται στο πρόβληµα 

αντικατάστασης εργαλείων στον αεροπορικό στόλο. Αρχικά γίνεται µια εκτενής 

παρουσίαση του προβλήµατος της αντικατάστασης στον αεροπορικό στόλο και 

παρουσιάζονται δεδοµένα και αναλύσεις από εργασίες άλλων ερευνητών. 

Παρουσιάζονται δύο προβλήµατα αντικατάστασης εργαλείων στον αεροπορικό στόλο. 

Το πρώτο αφορά την αντικατάσταση εργαλείων χωρίς να χρησιµοποιηθεί η επιλογή της 

ενοικίασης σε συγκεκριµένο χρονικό ορίζοντα. Η επιλογή των αποφάσεων αφορά την 

αντικατάσταση ή τη διατήρηση του αεροσκάφους. Το δεύτερο αφορά την αντικατάσταση 

αεροσκάφους µε χρήση της επιλογή της ενοικίασης. Σκοπός είναι η µελέτη της 
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περίπτωσης να µπορεί να αντικατασταθεί το αεροσκάφος µε ένα νέο αλλά κάθε φορά να 

νοικιάζεται και όχι να αντικαταθίσταται χωρίς να εµπλέκονται οι κινήσεις αγοράς και 

πώλησης. Υλοποιήθηκαν δύο προγράµµατα σε κώδικα Matlab µε µεθόδους εύρεσης του 

βέλτιστου κόστους αλλά και της βέλτιστης πολιτικής. =Τέλος παρουσιάζονται τα 

συµπεράσµατα και θέµατα µελλοντικής έρευνας. 
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Κεφάλαιο 1 
Επιχειρησιακή Έρευνα - Δυναµικός Προγραµµατισµός 
 
 

 1.1. Επιχειρησιακή Έρευνα 
	
  

Πολλοί ερευνητές προσπάθησαν να αποδώσουν το ορισµό της Επιχειρησιακής Έρευνας, 

ο οποίος να ανταποκρίνεται στο περιεχόµενο της και να καθορίζει επακριβώς το πεδίο 

εφαρµογής της. [1] 

Ο όρος Επιχειρησιακή Έρευνα αναφέρεται [2] µε άλλο όνοµα ως:  

• επιστήµη αποφάσεων (decision science),  

• ανάλυση συστηµάτων (systems analysis), 

• διοικητική επιστήµη (management science).  

 

Επίσης, χρησιµοποιείται για να περιγράψει τον κλάδο της διοίκησης επιχειρήσεων 

([3][4]) : 

“που εξετάζει την επίλυση πολύπλοκων επιχειρησιακών προβληµάτων, που αφορούν: 

τον έλεγχο και το βέλτιστο τρόπο λειτουργίας οργανωµένων συστηµάτων, µε έναν λογικό, 

επιστηµονικό και συστηµατικό τρόπο.” 

Με τις κατάλληλες µεθοδολογίες και υπολογιστικά συστήµατα αναπτύσσεται ένα 

µαθηµατικό µοντέλο για το σύστηµα που ερευνάται. Τα δεδοµένα του µοντέλου 

αναλύονται, επεξεργάζονται και οι πληροφορίες που εξάγονται χρησιµοποιούνται για τη 

λήψη σηµαντικών αποφάσεων. 

Σύµφωνα µε τους Hillier & Lieberman [5], η Επιχειρησιακή Έρευνα ασχολείται µε τη 

διοίκηση των επιχειρήσεων, εκπαιδεύοντας τα διευθυντικά στελέχη µε τα κατάλληλα 

προσόντα για την επιλογή και προώθηση αποφάσεων που πρέπει να πάρουν αναφορικά 
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µε τις ενέργειές τους [1] οι οποίες έχουν στόχο τη βελτίωση της απόδοσης και την 

αποτελεσµατικότερη λειτουργία της επιχείρησης [6].  

Η Επιχειρησιακή Έρευνα προσεγγίζει ποσοτικά τη διατύπωση, την ανάλυση και την 

επίλυση των επιχειρησιακών προβληµάτων. Δεν βασίζεται σε υποκειµενική κρίση και 

προβλέψεις αλλά σε δεδοµένα, πληροφορίες και λογική ανάλυση [4]. 

Η Επιχειρησιακή Έρευνα, σύµφωνα µε τον Ackoff και Sasienni [7], µπορεί να θεωρηθεί  

η εφαρµογή επιστηµονικών µεθόδων από οµάδες διάφορων ειδικοτήτων σε προβλήµατα 

που επικεντρώνονται στον έλεγχο οργανωµένων συστηµάτων (άνθρωποι και µηχανές) 

για την παροχή λύσεων που εξυπηρετούν κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο τους σκοπούς 

του οργανισµού. 

Σύµφωνα µε ένα διαφορετικό ορισµό, η Επιχειρησιακή Έρευνα είναι η επιστηµονική 

προετοιµασία των αποφάσεων της διοίκησης µε την επιστηµονική ανάλυση των 

δεδοµένων και τη δηµιουργία µαθηµατικών προτύπων (µοντέλων). 

Η Επιχειρησιακή Έρευνα χρησιµοποιεί µεθόδους και τεχνικές, όπως η µαθηµατική  

µοντελοποίηση και η στατιστική ανάλυση για να επιτύχει τη βέλτιστη λύση σε  

προβλήµατα λήψης αποφάσεων και τις περισσότερες φορές συνδέεται µε τον 

προσδιορισµό του µεγίστου (κέρδους ή απόδοσης) ή του ελαχίστου (κόστους, κινδύνου, 

απώλειας). 
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 1.2. Ιστορική Αναδροµή 
 

Η Επιχειρησιακή Έρευνα έκανε την πρώτη της εµφάνιση λίγο πριν την έναρξη του 

δευτέρου Παγκοσµίου Πολέµου. Η επίλυση στρατιωτικών προβληµάτων, όπως η επιλογή 

της βέλτιστης τοποθέτησης του πυροβολικού και των ραντάρ οδήγησε τους ερευνητές 

στην εξερεύνηση νέων τεχνικών και εύρεσης γρήγορων και βέλτιστων λύσεων. Οι 

αρχικοί ερευνητές που εµπλέκονταν στις παραπάνω διαδικασίες ήταν µαθηµατικοί, 

ψυχολόγοι και φυσικοί. Μετά τη λήξη του πολέµου, η επιτυχία στη επίλυση των 

στρατιωτικών προβληµάτων οδήγησε στη µελέτη και επέκταση των τεχνικών στη 

διοίκηση των επιχειρήσεων. 

Ο Abraham Wald, εφευρέτης της θεωρίας λήψης αποφάσεων βασισµένη στη στατιστική 

επέκτεινε αυτή τη θεωρία σε θεωρία λήψης διαδοχικών αποφάσεων. Οι Blackwell και 

Girshick διευκρίνησαν το ρόλο της οπισθοδροµικής επαγωγής, ανέπτυξαν µια 

γενικευµένη έκδοση προβλήµατος λήψης αποφάσεων βασισµένη στη στατιστική µε 

εφαρµογή µιας τεχνικής που έµοιαζε το σύγχρονο Δυναµικό Προγραµµατισµό. Επίσης, 

χαρακτήρισαν το βέλτιστο κανόνα για λήψη µιας απόφασης βασισµένοι στην στατιστική. 

Ο Richard Bellman, το 1944 µελέτησε την κοινή δοµή των SDPs, διατύπωσε τον ορισµό 

του Δυναµικού Προγραµµατισµού που µέχρι σήµερα είναι, γενικά, αποδεκτά συνώνυµο 

µε την οπισθοδροµική επαγωγή. 

Ο όρος Δυναµικός Προγραµµατισµός, εκείνη την εποχή, χρησιµοποιήθηκε για να 

περιγράψει τη διαδικασία της επίλυσης των προβληµάτων, κατά την οποία κάποιος 

πρέπει να βρει τις καλύτερες αποφάσεις σε µια ακολουθία αποφάσεων. 

Η λέξη προγραµµατισµός αναφέρεται στη χρήση της µεθόδου για να βρεθεί ένα βέλτιστο 

πρόγραµµα. Η χρήση της είναι συνώνυµη µε την έννοια µαθηµατικός προγραµµατισµός. 

Ο Δυναµικός Προγραµµατισµός από τη µια πλευρά είναι µια µαθηµατική µέθοδος 

βελτιστοποίησης αλλά ταυτόχρονα και µια µέθοδος προγραµµατισµού µε την χρήση 

ηλεκτρονικών υπολογιστών. Και στις δύο περιπτώσεις, στόχος είναι η απλοποίηση ενός 
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πολύπλοκου προβλήµατος µε την διακλάδωση αυτού σε απλούστερα υπο-προβλήµατα µε 

επαναληπτικές µεθόδους.  

 

 1.3. Κατηγορίες Μεθόδων Επιχειρησιακής Έρευνας 
 
Για την επίλυση των επιχειρησιακών προβληµάτων έχουν αναπτυχθεί διάφορες 

µεθοδολογίες και τεχνικές. 

 

Γραµµικός  Προγραµµατισµός. Ο Γραµµικός Προγραµµατισµός αποτελεί την κύρια 

µεθοδολογία της Επιχειρησιακής Έρευνας και ο αντικειµενικός σκοπός του περιγράφεται 

από µία γραµµική συνάρτηση των µεταβλητών του προβλήµατος [8]. 

 

Δυναµικός Προγραµµατισµός. Ο Δυναµικός Προγραµµατισµός περιλαµβάνει 

µαθηµατικά πρότυπα που χρησιµοποιούνται για τον καθορισµό µιας µεθοδολογίας, η 

οποία αποτελείται από µία σειρά διαδοχικών και αλληλοεξαρτώµενων αποφάσεων, στην 

οποία το αποτέλεσµα της µιας απόφασης επηρεάζει τις επόµενες επιλογές [9]. 

 

Μη Γραµµικός Προγραµµατισµός. Είναι η διαδικασία της επίλυσης ενός προβλήµατος 

βελτιστοποίησης που ορίζεται από ένα σύστηµα ισοτήτων και ανισοτήτων, οι οποίες 

συλλογικά ονοµάζονται περιορισµοί, σε µια σειρά από άγνωστες πραγµατικές 

µεταβλητές, µαζί µε µια αντικειµενική συνάρτηση που πρέπει να µεγιστοποιείται ή να 

ελαχιστοποιείται, όπου η αντικειµενική συνάρτηση ή/και κάποιοι από τους περιορισµούς 

είναι µη-γραµµικοί [10]. 

 

Θεωρία Αποφάσεων - Θεωρία Παιγνίων. Το βασικό στοιχείο στη λήψη αποφάσεων 

είναι ο προσδιορισµός της βέλτιστης λύσης, δηλαδή εκείνης της επιλογής που δίνει το 

καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα µεταξύ όλων των εναλλακτικών επιλογών [11]. 

 

Προβλήµατα Μεταφοράς. Τα µοντέλα των προβληµάτων µεταφοράς αναπτύχθηκαν 

αρχικά για να προσδιορισθεί η βέλτιστη διαδροµή για τη µεταφορά αγαθών από τα  
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σηµεία παραγωγής ή αποθήκευσης στα σηµεία κατανάλωσης µε τον πιο οικονοµικό  

τρόπο [12]. 

 

Άλλες κατηγορίες µεθόδων Επιχειρησιακής Έρευνας είναι: 

• Ουρές  αναµονής 

• Προγραµµατισµός  και  έλεγχος αποθεµάτων 

• Μοντέλα δικτύων 

 

 1.4. Μέθοδοι Λήψης Αποφάσεων 
 

Η αντιµετώπιση των προβληµάτων από τις µεγάλες επιχειρήσεις πραγµατοποιείται από 

τη διοίκηση, οι οποίοι έχουν την ευθύνη της λήψης. Η διαδικασία αυτή περιλαµβάνει τα 

ακόλουθα βήµατα. 

 

Αναγνώριση και περιγραφή του προβλήµατος. Η αναγνώριση του προβλήµατος 

ξεκινάει µε την εύρεση των αιτιών και τη σύνδεση τους µε άλλα προβλήµατα. Επίσης, 

είναι η αναγκαία η καταγραφή και η περιγραφή του, προτού προχωρήσουµε στα επόµενα 

βήµατα. 

 

Σκιάγραµµα των λύσεων. Περιλαµβάνει το χρόνο, τον τρόπο, την περιγραφή και τα 

µέσα επίτευξης λύσης. 

   

Καθορισµός των µεταβλητών και των παραµέτρων. Ο καθορισµός των µεταβλητών 

του προβλήµατος χωρίζονται σε δύο κατηγορίες. Στην πρώτη είναι οι παράγοντες που 

έχουν  την  ευθύνη  της  λήψης  αποφάσεων  και  µπορούν  να αλλάξουν (ελεγχόµενες 

µεταβλητές), ώστε να προκύψει η λύση του προβλήµατος. Στη δεύτερη κατηγορία 

ανήκουν οι παράγοντες που επηρεάζουν τη λύση του προβλήµατος αλλά καθορίζονται 

από τρίτους ή από το επιχειρηµατικό ή οικονοµικό περιβάλλον (µη ελεγχόµενες 

µεταβλητές – παράµετροι). 

Εντοπισµός των περιορισµών. Οι περιορισµοί κατά τη λήψη αποφάσεων είναι από τους 

κύριους παράγοντες που συµβάλουν στην επιτυχή, σταθερή και αξιόπιστη 
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πραγµατοποίηση των στόχων (εύρεση λύσης). Για παράδειγµα, αν θέλαµε διανέµαµε ένα 

αριθµό µαθητών σε ένα σχολείο, δύο περιορισµοί είναι πόσους µαθητές επιτρέπεται να 

έχει ένα τµήµα και πόσες τάξεις διαθέτει το σχολικό συγκρότηµα. 

 

Αναζήτηση και συστηµατική ανάλυση των εναλλακτικών λύσεων. Η βέλτιστη λύση 

προσδιορίζει το καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα και καθορίζεται από ένα συγκεκριµένο 

σκοπό. Κρίνεται αναγκαίο να εξετάζονται πολλές διαφορετικές λύσεις και να 

αναπτύσσονται µεθόδους ανάλογα µε την φάση του προβλήµατος για τον προσδιορισµό 

της βέλτιστης λύσης.  

 

Υλοποίηση  της  λύσης που επιλέχτηκε ως η πιο κατάλληλη.  Είναι απλά η εφαρµογή 

της διαδικασίας εύρεσης της βέλτιστης λύσης. 

 

Αξιολόγηση των αποτελεσµάτων. Αξιολόγηση, αποτίµηση, επαλήθευση (αν υπάρχει 

δυνατότητα) και ανατροφοδότηση είναι µερικά από τα στοιχεία που απαιτούνται για το 

τελευταίο βήµα της µεθοδολογίας λήψης αποφάσεων. 

	
  

 1.5. Δυναµικός Προγραµµατισµός 

Ο όρος προγραµµατισµός σε µια επιχειρηµατική µονάδα δηλώνει το σύνολο των 

διαδικασιών και ενεργειών που απαιτούνται για τη λήψη και υλοποίηση αποφάσεων που 

οδηγούν στην επίτευξη των στόχων της. 

Ο προγραµµατισµός είναι µια λειτουργία που από τη φύση του µεταβάλλεται συνεχώς, 

διότι το περιβάλλον που µέσα στο οποίο λαµβάνονται οι αποφάσεις είναι διαρκώς 

µεταβαλλόµενο [4]. 

Ο Δυναµικός Προγραµµατισµός είναι µια τεχνική που επιλύει αποτελεσµατικά ορισµένα 

προβλήµατα µαθηµατικού προγραµµατισµού και βελτιστοποίησης των οποίων οι 

µεταβλητές και οι παράµετροι είναι συναρτήσεις του χρόνου [3].  

Όπως αναφέρεται από τους Hillier & Lieberman, ο Γραµµικός Προγραµµατισµός, για 

την επίλυση προβληµάτων εφαρµόζει µια τυποποιηµένη µαθηµατική διατύπωση και 
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συγκεκριµένους αλγόριθµους [5]. Στα προβλήµατα Δυναµικού Προγραµµατισµού δεν 

υπάρχει ενδεικτικός τρόπος επίλυσης, κάθε περίπτωση απαιτεί διαφορετική προσέγγιση.   

 

 1.6. Χαρακτηριστικά των προβληµάτων δυναµικού        

προγραµµατισµού 

Τα προβλήµατα δυναµικού προγραµµατισµού δεν έχουν µια συγκεκριµένη µεθοδολογία 

µε την οποία επιλύονται και για αυτό είναι εν γένει δύσκολο να αναγνωριστούν και να 

επιλυθούν [2]. Παρόλα αυτά, µεταξύ τους, υπάρχουν µερικά κοινά χαρακτηριστικά [4]. 

Αυτά τα κοινά χαρακτηριστικά είναι: 

• Συνάρτηση βελτιστοποίησης ή αποτελεσµάτων 

• Συµβολισµοί 

• Η αρχή της βελτιστοποίησης 

• Στάδιο Απόφασης ή διαδροµής 

• Φάσεις και Καταστάσεις ή Θέσεις 

• Αποφάσεις 

• Μετασχηµατισµοί εισόδου – εξόδου 
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Κεφάλαιο 2 
Το πρόβληµα αντικατάστασης εργαλείων 
 
 

 2.1. Εισαγωγή στην αντικατάσταση εργαλείων 
 
Ο Δυναµικός Προγραµµατισµός είναι µια µαθηµατική τεχνική για την αντιµετώπιση 

προβληµάτων λήψης αποφάσεων πολλών σταδίων. Αποτελεί συστηµατική διαδικασία 

εύρεσης εκείνου του συνδυασµού αποφάσεων που βελτιστοποιεί τη συνολική απόδοση. 

Οι αποφάσεις πολλών σταδίων είναι µια ακολουθία αποφάσεων που σχετίζονται µεταξύ 

τους. Γενικότερα ο Δυναµικός Προγραµµατισµός χρησιµοποιείται όταν δεν µπορεί να 

διαµορφωθεί µαθηµατικό µοντέλο ή το µαθηµατικό µοντέλο είναι σύνθετο και δεν 

µπορεί να λυθεί µε αναλυτικές µεθόδους. 

 

Εφαρµογές του δυναµικού προγραµµατισµού είναι οι εξής: 

• Προβλήµατα Βέλτιστης Διαδροµής 

• Προγραµµατισµός Παραγωγής 

• Προγραµµατισµός Επενδύσεων 

• Προβλήµατα Αντικατάστασης Συντήρησης Εξοπλισµού 

• Προβλήµατα Διατήρησης Αποθεµάτων 

 

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας, θα αναλύσουµε ένα πρόβληµα αντικατάστασης 

εργαλείων και θα εστιάσουµε στην αντικατάσταση αεροσκαφών σε αεροπορικό στόλο. 

Η αντικατάσταση εργαλείων είναι ένα από τα σηµαντικότερα ζητήµατα στρατηγικών 

αποφάσεων, το οποίο αντιµετωπίζουν τόσο οι εταιρίες παραγωγής όσο και οι εταιρίες 

παροχής υπηρεσιών. Και αυτό γιατί, η αγορά ενός νέου υλικού σηµαίνει επιπλέον κόστος 

και αυτό µπορεί να επηρεάσει την παραγωγικότητα και την ανταγωνιστικότητα της 

επιχείρησης τόσο βραχυπρόθεσµα όσο και µακροπρόθεσµα. Η επιλογή για την 
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αντικατάσταση ή όχι ενός εργαλείου αποτελεί µία απόφαση που περιλαµβάνει αρκετούς 

παράγοντες και η παραδοσιακή προσέγγιση του προβλήµατος έχει να κάνει µε τη φυσική 

γήρανση του εξοπλισµού προς αντικατάσταση. Η βασική ιδέα είναι η αντικατάσταση 

ενός εξοπλισµού(εργαλείου), όταν το κόστος λειτουργίας και συντήρησης αυτού γίνει 

επαρκώς υψηλό, σε όρους καθαρής παρούσας αξίας ώστε να δικαιολογεί την 

αντικατάσταση. 

Τα τελευταία χρόνια, η δυσκολία του προβλήµατος αντικατάστασης έχει αυξηθεί λόγω 

της παραµέτρου των γρήγορων τεχνολογικών εξελίξεων. Ως εκ τούτου, µία απόφαση που 

υποδεικνύει ότι ο εξοπλισµός πρέπει να αντικατασταθεί µπορεί να αποδειχθεί 

εσφαλµένη. Υπό αυτό το πρίσµα, το κίνητρο για την αντικατάσταση µπορεί να είναι και 

η τεχνολογική αχρήστευση λόγω εξελίξεων, αντί για την φυσική γήρανση του 

εξοπλισµού. Αυτό το φαινόµενο συναντάται, συνήθως, σε εξοπλισµό όπως 

µικρουπολογιστές, συστήµατα ελέγχου µηχανών και άλλες τεχνολογίες ηλεκτρονικής. 

Στα συνήθη µοντέλα, η τεχνολογία θεωρείται σταθερή σε σχέση µε το χρόνο. Η 

προσέγγιση αυτή θα ήταν εσφαλµένη αν η τεχνολογία όντως εξελισσόταν, κάτι που θα 

αιτιολογούσε µία απόφαση για µη αντικατάσταση και αναµονή έως ότου προκύψει 

κάποιο προϊόν τεχνολογικά εξελιγµένο, αντί να γίνει αντικατάσταση µε ένα προϊόν το 

οποίο θα ήταν διαθέσιµο στην αγορά και δεν θα περιλάµβανε την τεχνολογική εξέλιξη. 

Οι βασικές παράµετροι, που λαµβάνονται υπόψη κατά κύριο λόγο για την αντικατάσταση 

ή όχι του εξοπλισµού, αναφέρονται  συνήθως : 

 

Διάρκεια ζωής ενός εξοπλισµού 

                        Κόστος αγοράς αντικατάστασης. 

                        Κόστος συντήρησης. 

 

 

 

 



 21 

 

Η διάρκεια ζωής ενός εξοπλισµού που υπόκεινται σε φθορά µπορεί να προσδιοριστεί µε 

δύο τρόπους. 

 Τεχνική ζωή - είναι η στιγµή όπου ένα ανθεκτικό είδος σταµατάει τη λειτουργία 

του όταν κρίνεται ότι η επισκευή του είναι πρακτικά αδύνατη. Τα περισσότερα 

στοιχεία µπορούν να συνεχίσουν να λειτουργούν για αρκετά µεγάλο χρονικό 

διάστηµα, εάν η τεχνική ζωή θεωρείται ως το κριτήριο για την αντικατάσταση 

τους. 

 Οικονοµική διάρκεια ζωής - είναι η στιγµή όπου ένα ανθεκτικό είδος καταλήγει 

να λειτουργεί στο σηµείο όπου η επισκευή και λειτουργία κόστους υπερβαίνει το 

κόστος αντικατάστασης. 

 

 2.2. Αντικατάσταση λόγω τεχνικής ζωής 

Ο ρυθµός της αντικατάστασης του εξοπλισµού, όσον αφορά την τεχνική ζωή, µπορεί 

να ποικίλει λόγω εσωτερικών παραγόντων, όπως, η ευαισθησία του χώρου εργασίας, 

καθώς και λόγω εξωτερικών παραγόντων, όπως ο ανταγωνισµός. Ανάλογα µε τους 

εξωτερικούς ή εσωτερικούς παράγοντες, το πρόβληµα αντικατάστασης µπορεί να 

οφείλεται στους εξής λόγους : 

 

• Οµαλή συνεχής επιδείνωση της ικανότητας του εξοπλισµού (εξοπλισµός που 

επιδεινώνεται µε το χρόνο). 

• Αιφνίδια αποτυχία. 

• Απαξίωση. 

• Ενοικίαση ή χρηµατοδοτική µίσθωση εξοπλισµού. 

• Φυσική δυσλειτουργία εξοπλισµού. 
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o 2.2.1. Οµαλή συνεχής επιδείνωση της ικανότητας του εξοπλισµού 

Αναφέρεται στην αντικατάσταση του εξοπλισµού κατά την οποία καθίσταται ανεπαρκής 

η ικανότητα να εκτελέσει την απαιτούµενη υπηρεσία. Θεωρείται ένας από τους βασικούς 

λόγους αντικατάστασης εξοπλισµού. Η ανεπάρκεια στην ποσότητα και το είδος των 

απαιτήσεων παροχής υπηρεσιών µπορεί να οφείλεται σε : 

 

 Αύξηση ή µείωση του βαθµού της υπηρεσίας που απαιτείται από τον εξοπλισµό. 

 Αύξηση ή µείωση της ζήτησης για το προϊόν ή την υπηρεσία του. 

 Αλλαγές που µπορεί να προκύψουν από ανταγωνιστικές καταστάσεις είτε λόγω 

ανταγωνισµού µεταξύ των κατασκευαστών σε κάποιον κλάδο ή λόγω 

ανταγωνισµού, που µπορεί να προκύψει µε υποκατάστατο προϊόντα. 

 Αλλαγή νοµικού πλαισίου. 

 

Το πρόβληµα της αντικατάστασης των διάφορων φθαρµένων στοιχείων του εξοπλισµού 

είναι κάτι το οποίο προκύπτει σε κάθε επιχείρηση ή οργανισµό. Όσο ο εξοπλισµός 

φθείρεται µε το χρόνο και µε την συνεχή λειτουργία του, είναι επόµενη η µείωση της 

αποδοτικότητας του. Η αποτυχία του εξοπλισµού που υπόκεινται σε φθορά ή αλλοίωση 

είναι εύκολα προβλέψιµη. Σε τέτοιου είδους βλάβες, εφαρµόζεται, συνήθως, η απευθείας 

συντήρηση του εξοπλισµού αυτού. Λόγω της πρόβλεψης πιθανών αλλαγών ελέω 

αποτυχίας, το κόστος λειτουργίας ή συντήρησης ή και τα δύο µπορούν εύκολα να 

καθοριστούν. Η πολιτική αντικατάστασης θα πρέπει να επικεντρωθεί στην ανάλυση του 

κόστους λειτουργίας και συντήρησης. Με βάση την ανάλυση, δύο προϋποθέσεις 

µπορούν να αναµένονται. 

• Σε περίπτωση που το κόστος λειτουργίας και συντήρησης παραµένει ίδιο ή 

µειώνεται µε το χρόνο, η καλύτερη πολιτική δεν είναι να αντικαταστήσει το 

στοιχείο. Η προϋπόθεση αυτή σπάνια πληρείται σε πραγµατικές καταστάσεις. 

• Σε περίπτωση που το κόστος κυµαίνεται ανάλογα µε το χρόνο, ο εξοπλισµός 

πρέπει να αντικατασταθεί µόνο όταν το κόστος είναι σε ανοδική τάση. 
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Η τελευταία είναι και η περισσότερο συνήθης, πιο ρεαλιστική και σε γενικές γραµµές, το 

κόστος του εξοπλισµού αυξάνεται µε το χρόνο ή µε την ηλικία του.Ακόµη και αν η 

αύξηση του κόστους απαιτεί αντικατάσταση του εξοπλισµού, ο ρυθµός αύξησης του 

κόστους µπορεί να διαφέρει από ένα στοιχείο του εξοπλισµού στο άλλο. Λόγω του 

συνεχούς µεταβαλλόµενου ρυθµού αύξησης του κόστους κατά τη λειτουργία, δεν 

υπάρχει σαφής και καθορισµένος χρόνος, ο οποίος σηµατοδοτεί την αντικατάσταση του 

εξοπλισµού. 

Σε µερικές περιπτώσεις, αντί της αντικατάστασης των φθαρµένων µόνο στοιχείων ενός 

εξοπλισµού, µπορεί να είναι οικονοµικότερη η αντικατάσταση ολόκληρου του 

εξοπλισµού, ειδικά εάν έχει επιδεινωθεί από τη συνεχή χρήση. Για να εξακριβωθεί αν 

αυτό είναι κερδοφόρο ή όχι, είναι σηµαντική η οικονοµική ανάλυση για την 

αντικατάσταση ή όχι του εξοπλισµού. 

 

o 2.2.2. Αιφνίδια αποτυχία 

Στην πραγµατικότητα, υπάρχουν καταστάσεις όπου τα στοιχεία του εξοπλισµού δεν 

χειροτερεύουν µε το χρόνο, αλλά αποτυγχάνουν ξαφνικά. Αυτά τα στοιχεία 

χρησιµοποιούνται συνήθως στην πλήρη λειτουργία τους µέχρι να αποτύχουν. Τα 

στοιχεία αυτά είναι ως επί το πλείστον στοιχεία χαµηλού κόστους. Το πρόβληµα µε αυτά 

τα στοιχεία είναι ότι µέχρι την αποτυχία τους δεν υπάρχει κάποια ένδειξη, η οποία 

δείχνει κάποια ελαττωµατική λειτουργία ή βλάβη. 

Συνεπώς, είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε εκ των προτέρων ως προς το πότε η αποτυχία 

είναι πιθανόν να λάβει χώρα, έτσι ώστε το στοιχείο να αντικατασταθεί πριν από την 

αστοχία. Στις περισσότερες περιπτώσεις, δεν είναι δυνατόν να προβλέψουµε τη στιγµή 

της αποτυχίας µε κάποια άµεση επιθεώρηση, όπως µπορεί να γίνει µε τη φθορά των 

αντικειµένων. Η στιγµή της αποτυχίας µπορεί να προβλεφθεί από την κατανοµή της 

πιθανότητας της αποτυχίας µέσω προηγούµενης εµπειρίας που αφορά το συγκεκριµένο 

στοιχείο του εξοπλισµού. Το πρόβληµα είναι λοιπόν, η βελτιστοποίηση του χρόνου, στον 

οποίο ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος τη στιγµή που θα πραγµατοποιηθούν. 

Δηλαδή, είναι να ελαχιστοποιηθεί το άθροισµα των εξόδων των στοιχείων, το κόστος 

αντικατάστασης των στοιχείων και του κόστους που σχετίζεται µε την αποτυχία των 
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αντικειµένων. Τέτοιου είδους σύστηµα αντικατάστασης ονοµάζεται προληπτική 

αντικατάσταση. 

Προληπτική αντικατάσταση είναι µια διαδικασία, η οποία προβλέπει την αντικατάσταση 

µετά από ένα χρόνο, όταν η επίδραση της γήρανσης έχει γίνει επαρκώς κρίσιµη, ακόµη 

και αν η πραγµατική βλάβη δεν έχει ακόµη συµβεί. 

Προληπτική αντικατάσταση είναι επιθυµητή υπό τις ακόλουθες προϋποθέσεις: 

• Το κόστος της αιφνίδιας βλάβης είναι υψηλό σε σχέση µε εκείνο της 

προληπτικής αντικατάστασης.  

• Το εξάρτηµα ή το ανταλλακτικό που πρόκειται να αντικατασταθεί κατά τη 

διάρκεια της προληπτικής συντήρησης έχει ζωή x χρόνια, η οποία είναι µια 

τυχαία µεταβλητή. 

 

Με βάση αυτή την αρχή, υπάρχουν δύο είδη πολιτικών αντικατάστασης. 

Ατοµική πολιτική αντικατάστασης 

Πρόκειται για µια πολιτική αντικατάστασης στην οποία η αντικατάσταση γίνεται    

χωριστά, ανάλογα µε το ποσοστό αποτυχίας ή πίνακες καταστροφής εξοπλισµού 

που προέρχονται από ένα µεγάλο δείγµα ιστορικού. 

            Οµαδική πολιτική αντικατάστασης  

Μερικές φορές µια επιχείρηση περιέχει ένα µεγάλο αριθµό πανοµοιότυπων 

στοιχείων χαµηλού κόστους που είναι ολοένα υπόκεινται σε αποτυχία και 

υπάρχει ένα προκαθορισµένο κόστος για την αντικατάσταση τους που είναι 

ανεξάρτητο από τον αριθµό των στοιχείων που αντικαθιστούνται. Σε τέτοιες 

περιπτώσεις, µπορεί να είναι πιο οικονοµικό να αντικατασταθούν όλα τα στοιχεία 

µαζί. Κατά τη διάρκεια της αντικατάστασης της οµάδας όλα τα στοιχεία της 

οµάδας αντικαθιστώνται συµπεριλαµβάνοντας µερικά, τα οποία µπορεί να είναι 

σχεδόν καινούργια. Το χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η αντικατάσταση των 

λαµπτήρων σε ένα µεγάλο γραφείο, όπου η αντικατάσταση του κάθε λαµπτήρα 

σε αποτυχία γίνεται µάλλον ακριβά. Σε αυτή την περίπτωση, λαµβάνοντας ένα 
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καθορισµένο χρονικό διάστηµα ολόκληρη η οµάδα των αντικειµένων 

αντικαθίστανται περιοδικά.  

 

o 2.2.3. Απαξίωση 

Πολλές φορές, η παλαιότητα του εξοπλισµού αυξάνει, κατά πολύ, το κόστος 

συντήρησης. Η απόφαση για αντικατάσταση απαιτεί τον υπολογισµό της αύξησης 

του λειτουργικού κόστους, του κόστους συντήρησης, του κόστους αναγκαστικού 

κόστους αδράνειας και του κόστους για την αντικατάσταση µε νέο εξοπλισµό. Γι’ 

αυτό, είναι συχνή η απαξίωση του εξοπλισµού για τους ακόλουθους λόγους : 

1. Ο εξοπλισµός µπορεί να είναι κατάλληλος για την προβλεπόµενη λειτουργία. 

Όµως, λόγω της τεχνολογικής εξέλιξης, ένας καλύτερος εξοπλισµός µπορεί να 

σχεδιαστεί o οποίος λειτουργεί µε λιγότερο κόστος και καλύτερη ασφάλεια. 

2. Απαξίωση µπορεί, επίσης, να δηµιουργηθεί εξαιτίας απώλειας εξοπλισµού 

στην αγορά και παύσης της παραγωγής του απο τον κατασκευαστή. Αυτό το 

στοιχείο µπορεί να χάσει την αξία του λόγω νέων προϊόντων που βγαίνουν στην 

αγορά και ικανοποιούν καλύτερα τις ανάγκες των καταναλωτών. 

 

Το µεγαλύτερο εµπόδιο στην ανάπτυξη µιας πολιτικής αντικατάστασης εξοπλισµού που 

αποτυγχάνει, λόγω απαξίωσης, είναι η πρόβλεψη του οικονοµικού αποτελέσµατος της 

µελλοντικής τεχνολογικής προόδου σε αυτόν τον τοµέα. Η πρόοδος της τεχνολογίας 

µπορεί να είναι σταδιακή, απότοµη ή µε τεράστια επαναστατικά αποτελέσµατα. Από το 

τελευταίο προκύπτει ότι είναι πολύ δύσκολο να προβλεφθεί το πολύ µακρύ µέλλον. 

Καλύτερη πρόβλεψη του µέλλοντος µπορεί να γίνει λαµβάνοντας υπόψη τη σταδιακή 

τεχνολογική πρόοδο. Σε µερικές µελέτες για τον εξοπλισµό µε σταδιακή τεχνολογική 

πρόοδο θεωρείται ότι κάνουµε µια γραµµική πρόβλεψη, η οποία είναι σχετικά πολύ απλή 

να αναλυθεί. Με αυτή την υπόθεση, είναι εφικτό να απαντηθεί το ερώτηµα ποια είναι η 

οικονοµική ζωή του εξοπλισµού που αναπτύσσεται τεχνολογικά µε σταθερό ρυθµό 

βελτίωσης µε την πάροδο του χρόνου. Καθώς η φύση των αποτυχιών είναι διαφορετικού 

τύπου, το σύστηµα αντικατάστασης είναι επίσης διαφορετικό. 
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Ο προηγµένος, τεχνολογικά, εξοπλισµός λειτουργεί θετικά για δύο κύριους λόγους. 

Αρχικά, πιθανόν, µειώνει την αναλογία κόστους δαπανών αντικατάστασης εξοπλισµού/ 

κόστους δαπανών συντήρησης σε βάθος χρόνου και δεύτερον, ευνοεί το δηµόσιο προφίλ 

της εταιρίας, καθώς διαφαίνεται ότι η εταιρία ακολουθεί τις τεχνολογικές εξελίξεις και 

προσαρµόζεται σε αυτές µε αποτέλεσµα ταχύτερη, αποδοτικότερη και πιθανώς 

ασφαλέστερη παροχή υπηρεσιών. 

 

o 2.2.4. Ενοικίαση ή χρηµατοδοτική µίσθωση εξοπλισµού 

Η ανάπτυξη εταιριών ενοικίασης εξοπλισµού έχει γίνει η αιτία µέρος των ιδιοκτητών-

χρηστών εξοπλισµού, να δανείζονται από εταιρίες µίσθωσης τον απαιτούµενο εξοπλισµό. 

 

o 2.2.5. Φυσική δυσλειτουργία εξοπλισµού 

Για οποιονδήποτε λόγο, ο εξοπλισµός µπορεί να είναι εκτός λειτουργίας ή να αποδίδει 

λιγότερο από το αναµενόµενο λόγω βλάβης ή κακής µεταχείρισης. 

 

 2.3. Αντικατάσταση λόγω οικονοµικής ζωής 

Από οικονοµικής άποψης, οι παράγοντες που λαµβάνονται υπόψη για την αντικατάσταση 

εξοπλισµού µιας επιχείρησης είναι : 

 

• Ρυθµός πληθωρισµού 

• Κόστος λειτουργίας 

• Υποτίµηση 

• Υπολειµµατική αξία 
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o 2.3.1. Ρυθµός πληθωρισµού 
Η τιµή του εξοπλισµού δεν παραµένει σταθερή µε το χρόνο. Έτσι, στη διαµόρφωση µιας 

πολιτικής αντικατάστασης, ο παράγοντας αυτός πρέπει να λαµβάνεται υπόψη. Μπορεί να 

θεωρηθεί υποθέτοντας ένα συγκεκριµένο ποσοστό πληθωρισµού.  

 

o 2.3.2. Κόστος λειτουργίας 

Ο εξοπλισµός δηµιουργεί ορισµένα έξοδα, όσο είναι σε λειτουργία. Αυτό µπορεί να 

οφείλεται στην εφαρµογή ορισµένων συστατικών όπως λιπαντικά, καύσιµα ή να 

οφείλεται γενικότερα σε συντηρήσεις κλπ. Υπάρχουν εµπειρικές αποδείξεις ότι αυτά τα 

έξοδα λειτουργίας αυξάνουν µε την αυξανόµενη ηλικία λόγω διάφορων λόγων, όπως η 

υποβάθµιση των συστατικών ή φθορά. Κάποια βασικά στοιχεία σχετικά µε το κόστος 

λειτουργίας είναι απαραίτητα για να διαπιστωθεί αν είναι πολύ υψηλή σε σχέση µε το 

κόστος απόκτησης. 

 

o 2.3.3. Υποτιµήση 

Ανάλογα µε τη χρήση της, η υποτίµηση έχει διαφορετικές σηµασίες. Μερικές από αυτές 

είναι : 

1.Μείωση στην αξία. Η έννοια αυτή συνεπάγεται ότι η αξία (αγοραία αξία ή αξία 

για τον ιδιοκτήτη) ενός στοιχείου υπολογίζεται σε δύο διαφορετικές ηµεροµηνίες. 

Η διαφορά τους είναι η υποτίµηση, ανεξάρτητα από το ποια είναι η αλυσίδα 

αιτιών µπορεί να είναι υπεύθυνη για την αλλαγή της αξίας. 

2.Μειωµένη χρησιµότητα. Με την αύξηση της ηλικίας του εξοπλισµού, µειώνεται 

η αντοχή του. Οµοίως, η αντοχή των δοµών µπορεί να επηρεασθεί από τη 

διάσπαση της µόνωσης και πιθανώς της διάβρωσης των µεταλλικών µελών.Αυτό 

ορισµένες φορές αποκαλείται απόσβεση και αναφέρεται στη µειωµένη 

λειτουργική αποδοτικότητα. Χρησιµοποιείται πολύ σπάνια. 
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o 2.3.4. Υπολειµµατική αξία 

Υπολειµµατική αξία είναι η αξία του µεταχειρισµένου εξοπλισµού. Προσδιορίζεται αφού 

λάβουµε υπόψη ορισµένα ή όλα από τα παρακάτω :  

α. Παρούσα κατάσταση του εξοπλισµού. Η καλή κατάσταση των στοιχείων του 

εξοπλισµού αυξάνει την υπολειµµατική αξία, ενώ η κακή κατάσταση την µειώνει. 

β. Tιµή πώλησης του νέου εξοπλισµού παρόµοιων χαρακτηριστικών. Εάν η τιµή 

του νέου εξοπλισµού παραµένει σε ένα ενιαίο επίπεδο, η υπολειµµατική αξία θα 

είναι ισοδύναµη µε το αρχικό κόστος µείον την µειωµένη αξία του που εξαρτάται 

από την παρούσα κατάστασή του. Αν, όµως, η τιµή του νέου εξοπλισµού έχει 

αυξηθεί σηµαντικά, η υπολειµµατική αξία µπορεί να είναι ισοδύναµη µε την 

παρούσα τιµή µείον την µειωµένη αξία του που εξαρτάται από την παρούσα 

κατάστασή του. Έτσι, η υπολειµµατική αξία µπορεί να προσεγγίσει, ακόµη και να 

είναι µεγαλύτερη από το αρχικό κόστος του εξοπλισµού. Φυσικά, αν η τιµή 

µειωθεί, θα συµβεί το αντίθετο και η υπολειµµατική αξία του θα είναι πολύ 

χαµηλή. 

γ. Λόγος για πώληση. Ο αγοραστής του µεταχειρισµένου εξοπλισµού µπορεί να 

είναι επιφυλακτικός για τους λόγους πώλησης του εξοπλισµού από τον πωλητή. 

Μπορεί, επίσης, να έχει την επιφύλαξη ότι φορτώνεται ελαττωµατικό υλικό και 

ότι ο λόγος για την πώληση µπορεί να είναι ότι ο εξοπλισµός ήταν ανεπαρκής σε 

λειτουργία ή ότι έχει κάποιο άλλο δυσάρεστο χαρακτηριστικό. 

δ. Κόστος αφαίρεσης εξοπλισµού από το στόλο. Η υπολειµµατική αξία ενός 

στοιχείου του εξοπλισµού µπορεί να είναι αρκετά υψηλή. Το πρόβληµα έγκειται 

στην κάλυψη της λειτουργίας του συγκεκριµένου στοιχείου που αποµακρύνεται 

από άλλο παρόµοιο υλικό.  

ε. Προσφορά και ζήτηση. Η προσφορά και η ζήτηση µπορεί να επηρεάσει την 

υπολειµµατική αξία. Η αγορά και ο ανταγωνισµός βοηθά ουσιαστικά να 

καθοριστεί η τιµή ή η αξία.  
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ζ. Η φύση του εξοπλισµού. Ο βαθµός στον οποίο εξειδικεύεται ο εξοπλισµός 

επηρεάζει την υπολειµµατική αξία του. Στάνταρ εξοπλισµός µπορεί να έχει 

γενικά χαµηλότερη υπολειµµατική αξία από έναν πιο εξειδικευµένο εξοπλισµό. 

 

Γενικά η υπολειµµατική αξία του εξοπλισµού εξαρτάται από την ηλικία του. Η 

υπολειµµατική αξία µπορεί να προβλεφθεί από την εµπειρία ή µε τη χρήση κατάλληλων 

συντελεστών. 

Μια γενική πολιτική αντικατάστασης εξοπλισµού σχετικά µε την υποβάθµιση του 

εξοπλισµού υποδεικνύει την καλύτερη περίοδο της αντικατάστασης από την οικονοµική 

άποψη, όταν το αντίστοιχο οµοιόµορφο ετήσιο κόστος αρχίζει να αυξάνεται. Αλλά για 

χρήση µεγάλων κεφαλαίων σε εξοπλισµό µε µικρή αξία µεταπώλησης, ο εξοπλισµός θα 

πρέπει να χρησιµοποιείται όσο το δυνατόν περισσότερο, έως ότου το κόστος συντήρησης 

γίνεται υπερβολικά υψηλό.  

 

 2.4. Υποθέσεις σε πολιτικές αντικατάστασης εξοπλισµού 

Η διαµόρφωση και η υλοποίηση µιας καλής πολιτικής αντικατάστασης παίζει σηµαντικό 

ρόλο στον καθορισµό της τεχνικής και οικονοµικής προόδου ενός οργανισµού ή µιας 

επιχείρησης. Μια ανεπαρκής πολιτική αντικατάστασης, από την άλλη πλευρά, µπορεί να 

είναι καταστροφική για µια επιχείρηση. Αυτό µπορεί να οδηγήσει σε µείωση της 

παραγωγής και σε µακροπρόθεσµη βάση µια ύφεση της επιχειρηµατικής 

δραστηριότητας. 

Η αντικατάσταση του εξοπλισµού εξαρτάται από διάφορους παράγοντες. Μερικοί από 

αυτούς δεν είναι εύκολο να προσδιοριστούν ή να εκφραστούν κι αυτό εµποδίζει τις 

επιχειρήσεις να ενεργήσουν σε προκαθορισµένο χρόνο. Συνεπώς, µια υπόθεση, η οποία 

αντανακλά την πραγµατικότητα είναι πολύ σηµαντική. Μερικά από τα σηµαντικότερα 

ζητήµατα που πρέπει να ικανοποιεί κάποια υπόθεση είναι : 
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1. Σχεδιασµός σε βάθος ορίζοντα.  

Αυτό σηµαίνει ότι σηµατοδοτούνται προκαθορισµένα χρονικά σηµεία, τα οποία 

καθορίζονται κατά τη χάραξη της πολιτικής. Μπορεί να διαιρεθεί σε δύο.  

• Πεπερασµένος σχεδιασµός ορίζοντα, όπου ο σχεδιασµός θα έχει µια σαφή και 

προβλέψιµη χρονική διάρκεια και ότι η διαµόρφωση της πολιτικής αντικατά-

στασης θα έχει µια πιο ρεαλιστική βάση 

• Άπειρος / επ 'αόριστον σχεδιασµός ορίζοντα. Μια υπόθεση όπου χρησιµοποιείται 

όταν δεν είναι σε θέση να προβλεφθεί πότε η δραστηριότητα υπό εξέταση 

τερµατίζεται.  

 

2. Τεχνολογία 

Αναφέρεται στην ανάπτυξη των καινοτόµων µέτρων που αφορούν τον εξοπλισµό, και 

είναι υποψήφια για να αντικαταστήσουν όσων των ήδη υπαρχόντων οι οποίοι βρίσκονται 

σε λειτουργία. Αν η υπόθεση ότι ο µελλοντικός εξοπλισµός που αντικαταστήσει τον 

υπάρχοντα σε βάθος χρόνου είναι τελικά ο ίδιος τεχνολογικά τότε λέµε ότι δεν θα 

υπάρχει τεχνολογική πρόοδος στον τοµέα. Ωστόσο, µπορεί να γίνει αποδεκτό ότι ο 

εξοπλισµός που θα είναι διαθέσιµος στο µέλλον θα είναι πιο αποτελεσµατικός, 

αξιόπιστος, παραγωγικός. Αυτή η παραδοχή οδηγεί σε αναγνώριση της απαξίωσης. Το 

πρόβληµα είναι, φυσικά, να καταφέρουµε να προβλέψουµε την ποσοστό εµφάνισης του 

φαινοµένου της απαξίωσης έτσι ώστε να µπορεί να εφαρµοστεί αναλυτικά στη 

διαµόρφωση της πολιτικής αντικατάστασης. 

 

3. Πρόβλεψη του κόστους σε σχέση µε τα πρότυπα του εξοπλισµού. 

Μια ποικιλία των προβλέψεων θα µπορούσε να γίνει από τα έσοδα, το κόστος, 

υπολειµµατική αξία, και ούτω καθ 'εξής κατά τη διάρκεια ζωής ενός στοιχείου του 

εξοπλισµού. Για παράδειγµα, τα έσοδα µπορεί να θεωρηθούν σταθερά, το κόστος µη 

µειούµενο κλπ. Η πιο αποδεκτή υπόθεση είναι ότι οι δαπάνες λειτουργίας και 

συντήρησης δεν µειώνεται µε την ηλικία και οι υπολειµµατικές αξίες δεν αυξάνονται µε 

την ηλικία. 
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Αυτές οι ποικιλίες των θεµάτων που µπορεί να προτείνει ένα µεγάλο αριθµό 

διαφορετικών δυνατοτήτων για την ανάπτυξη πολιτικών και µοντέλων αντικατάστασης. 

Για παράδειγµα, εάν ένα στοιχείο θεωρείται ότι δεν έχει καµία υπολειµµατική αξία, το 

µοντέλο που θα αναπτυχθεί θα είναι διαφορετικό από εκείνο,που αφορά στοιχεία τα 

οποία έχουν µια υπολειµµατική αξία. 

 

o 2.4.1. Eργαλεία που χρησιµοποιούνται στην απόφαση 

αντικατάστασης 

Υποθέτοντας ότι η πρόταση είναι να αντικατασταθεί ένα στοιχείου του εξοπλισµού, µε 

ένα άλλο. Οι παράγοντες που πρέπει να ληφθούν υπόψη για τις δύο συσκευές θα είναι οι 

εξής : 

 Παρόν εξοπλισµός 

1. Αρχικό κόστος  

2. Κόστος λειτουργίας 

3. Εκτιµώµενη διάρκεια ζωής  

4. Έσοδα, ή το αναµενόµενο κέρδος 

5. Υπολειµµατική αξία, κύκλος ζωής  

6. Ρυθµός παραγωγής ανά έτος, αριθµός τεµαχίων 

7. Διαθέσιµα κεφάλαια  

8. Παρούσα ηλικία 

9. Λόγοι αντικατάστασης 

  

 Προτεινόµενος εξοπλισµός 

• Αρχικό κόστος  

• Κόστος λειτουργίας 

• Εκτιµώµενο εισόδηµα, ή αναµενόµενο κέρδος  
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• Υπολειµµατική αξία εισόδηµα φόρο,  

• Ρυθµός παραγωγής ανά έτος, 

• Διαθέσιµα κεφάλαια  

• Λόγοι για την απόσβεση  

• Εξέλιξη τεχνολογίας 

•  Συµβατότητα µε υπάρχοντα εξοπλισµό 

 

o 2.4.2. Λόγοι για την καθυστέρηση αντικατάστασης εξοπλισµού 

Ακόµα κι αν είναι εφικτό να παρουσιαστούν λογικά και πρακτικά επιχειρήµατα ότι η 

αντικατάσταση του εξοπλισµού είναι οικονοµική, έχοντας λάβει υπόψη όλους τους 

παράγοντες, πολλές επιχειρήσεις καθυστερούν την αντικατάσταση του εξοπλισµού. 

Μερικοί από τους λόγους για την καθυστέρηση της αντικατάστασης των στοιχείων πέρα 

από τον οικονοµικό χρόνο αντικατάστασης είναι : 

•  Η επιχείρηση έχει κέρδος µε το σηµερινό εξοπλισµό.  

•  Η λειτουργία του παρόντος εξοπλισµού είναι ικανοποιητική. 

• Η αβεβαιότητα που σχετίζεται µε την πρόβλεψη των δαπανών του καινούργιου 

εξοπλισµού, και από την άλλη η βεβαιότητα για τα έξοδα του τρέχοντος εξοπλισµού. 

• Το τµήµα management της επιχείρησης τείνει να είναι συντηρητικό σε 

αποφάσεις σχετικά µε την αντικατάσταση ακριβού εξοπλισµού λόγω κόστους. 

• Πιθανοί περιορισµοί όσον αφορά τα κονδύλια που διατίθενται για την αγορά 

νέου εξοπλισµού, αλλά καθόλου περιορισµοί όσον αφορά τα κονδύλια για τη συντήρηση 

του υπάρχοντος εξοπλισµού. 

• Μεγάλη αβεβαιότητα σχετικά µε τη µελλοντική ζήτηση για τις υπηρεσίες του εν 

λόγω εξοπλισµού. 

• Η πρόβλεψη ότι οι τεχνολογικές βελτιώσεις στο µέλλον θα µπορούσαν να 

καταστήσουν άνευ αντικειµένου τον εξοπλισµό που διατίθεται σήµερα 
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 • Απροθυµία στην πρωτοπορία υιοθέτησης νέων τεχνολογιών µέχρι την 

εµφάνιση ανταγωνισµού λόγω καινούργιου εξοπλισµού. 

 

o 2.4.3. Κοινά λάθη στις µελέτες αντικατάστασης 

Οι µελέτες αντικατάστασης στις επιχειρήσεις υποδεικνύουν τέσσερα σφάλµατα που 

συχνά γίνονται για την αντιµετώπιση της οικονοµικότερης αντικατάστασης.  

1. Λαµβάνοντας υπόψη την υπέρβαση της τρέχουσας λογιστικής αξίας προς την 

καθαρή ρευστοποιηµένη αξία του παλαιού εξοπλισµού, σε συνδυασµό µε την 

επένδυση στο νέο εξοπλισµό. Αυτό το σφάλµα αυξάνει τις φαινοµενικές δαπάνες 

που σχετίζονται µε το νέο εξοπλισµό, και έτσι τείνει να αποτρέψει 

αντικαταστάσεις που είναι στην πραγµατικότητα οικονοµικές.  

2. Υπολογισµός αποσβέσεων και τόκων (δηλαδή, την ανάκτηση του κεφαλαίου) 

για τον παλαιό εξοπλισµό µε βάση το αρχικού κόστους του σήµερα και όχι µε την 

καθαρή ρευστοποιηµένη αξία τους. Αυτό συνήθως αυξάνει τις προφανείς δαπάνες 

που συνδέονται µε το παλαιό εξοπλισµό, και έτσι τείνει να ευνοεί 

αντικαταστάσεις που είναι στην πραγµατικότητα ασύµφορες οικονοµικά. 

3. Σε περιπτώσεις όπου οι έµµεσες δαπάνες δεσµεύονται στο σύστηµα 

κοστολόγησης σε αναλογία µε το κόστος χωρίς όµως την προϋπόθεση της 

έρευνας ότι η µείωση των άµεσων δαπανών θα πραγµατοποιήσει µια αντίστοιχη 

εξοικονόµηση των έµµεσων δαπανών. Αυτό το σφάλµα συνήθως κάνει την 

προφανή εξοικονόµηση από τις προτεινόµενες αντικαταστάσεις µεγαλύτερο από 

την εξοικονόµηση που είναι πραγµατικά δυνατό να συνειδητοποιήσουµε, και έτσι 

τείνει να ευνοεί αντικαταστάσεις που είναι πραγµατικά ασύµφορη οικονοµικά. 
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 2.5. Εφαρµογές στην αντικατάσταση εργαλείων 
 

o 2.5.1. Παράδειγµα της αντικατάστασης εργαλείων χωρίς ενοικίαση 
 

Μία εταιρεία θέλει να χρησιµοποιήσει ένα εργαλείο Boeing 737-800 για ένα χρονικό 

ορίζοντα Τ = 3 χρόνων και έχει την δυνατότητα σε κάθε αρχή του χρόνου να κρατάει το 

εργαλείο ή να το ανταλλάσει-αντικαθιστά. 

Το κόστος χρήσης - συντήρησης του εργαλείου είναι συνάρτηση της παλαιότητας του t 

(της ηλικίας του).  

Σε κάθε χρονική στιγµή τ =  0,1, …, T-1 υπάρχει η δυνατότητα το εργαλείο να 

αντικατασταθεί µε ένα καινούργιο. 

Η αντικατάσταση αυτή γίνεται µε ένα κόστος, το οποίο εξαρτάται από την ηλικία του 

εργαλείου.  

΄Εστω ότι δίνονται τα εξής στοιχεία : 

• A    :  η τιµή αγοράς ενός καινούργιου εργαλείου, 

• k(t) : το κόστος χρήσης του εργαλείου για ένα χρόνο όταν αυτό είναι ηλικίας t, 

• a(t) :  η τιµή ανταλλαγής που λαµβάνουµε όταν αντικαθιστούµε το εργαλείο µας 

ηλικίας t µε ένα καινούργιο, 

• p(t) : η τιµή πώλησης του εργαλείου στο τέλος του χρόνουT, όταν αυτό είναι 

ηλικίας t. 

 

Εποµένως, τίθεται το ερώτηµα αν και σε ποιες χρονικές στιγµές πρέπει να 

αντικατασταθεί το εργαλείο µε ένα καινούργιο έτσι ώστε η επιχείρηση να 

χρησιµοποιήσει το εργαλείο µε το ελάχιστο δυνατό κόστος. Ζητείται, εποµένως, η 

βέλτιστη πολιτική που πρέπει να ακολουθήσει η επιχείρηση για να ελαχιστοποιήσει το 

κόστος χρήσης του εργαλείου. 

Για την επίλυση του προβλήµατος θα χρησιµοποιηθεί η προς τα πίσω µέθοδο του 

δυναµικού προγραµµατισµού. Η βέλτιστη συνάρτηση ορίζεται ως εξής : 



 35 

 

f(t, τ)  =  το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική  

               στιγµή έως τη χρονική στιγµή T, αν τη χρονική στιγµή το  

               εργαλείο είναι ηλικίας t. 

 

Στη συνέχεια θα πρέπει να βρεθεί µία επαναληπτική σχέση µε τη βοήθεια της οποίας θα 

υπολογισθεί η f(t,τ).  

΄Εστω ότι σε µία χρονική στιγµή το εργαλείο που έχει η επιχείρηση είναι ηλικίας t.  

Για να υπολογιστεί η τιµή f(t,τ) ακολουθείται ο παρακάτω τρόπος. Για τη µετάβαση από 

τη χρονική στιγµή τ στη χρονική στιγµή τα + 1 υπάρχουν δύο τρόποι : 

 

• Η επιχείρηση αποφασίζει τη χρονική στιγµή τ να αντικαταστήσει το εργαλείο µε 

ένα καινούργιο και τη χρονική στιγµή τ + 1 να έχει ένα εργαλείο ηλικίας 1 

 

• Η επιχείρηση αποφασίζει τη χρονική στιγµή να διατηϱήσει το εργαλείο και τη 

χρονική στιγµή τ + 1 να έχει ένα εργαλείο ηλικίας t + 1. 

 

Αν τη χρονική στιγµή τ η επιχείρηση αποϕασίσει να αντικαταστήσει το εργαλείο, τότε 

το κόστος µέχρι την επόµενη χρονική στιγµή θα είναι : 

 

                                             A - a(t) + k(0)                     (Εξ. 2.1) 

 

και σύµφωνα µε την αρχή της βελτιστοποίησης, το ολικό κόστος µέχρι τη χρονική 

στιγµή T στην περίπτωση αυτή θα είναι : 

 

                                        A - a(t) + k(0) + f(1,τ + 1)                       (Εξ. 2.2)  

 

Αν τη χρονική στιγµή επιχείρηση αποφασίσει να διατηρήσει το εργαλείο, τότε το κόστος 

µέχρι την επόµενη χρονική στιγµή θα είναι k(t) και το ολικό κόστος µέχρι τη χρονική 

στιγµή T στην περίπτωση αυτή θα είναι : 
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                                          k(t) + f(t+ 1,τ + 1)                        (Εξ. 2.3) 

 

΄Ετσι, η τιµή f(t,τ) θα δίνεται από το ελάχιστο µεταξύ των τιµών κόστους που 

προκύπτουν από κάθε απόϕαση, δηλαδή 

              (Εξ. 2.4) 

    

 

Σύµφωνα µε τη διατύπωση του προβλήµατος στο τέλος του χρονικού διαστήµατος 

(χρονική στιγµή T) το εργαλείο πωλείται µε τιµή πώλησης p(t). 

΄Αρα, για τη χρονική στιγµή T, είναι : 

 

                                                    f(t,T) = -p(t)                        (Εξ. 2.5) 

 

Εποµένως για την επίλυση του προβλήµατος µε την προς τα πίσω µέθοδο του δυναµικού 

προγραµµατισµού χρησιµοποιούνται τα εξής : 

 

Βέλτιστη συνάρτηση: 

f(t,τ) = “ το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική στιγµή τ εώς τη χρονική 

στιγµή T αν τη χρονική στιγµή το εργαλείο είναι ηλικίας t” 

 

Επαναληπτική σχέση: 

f(t,τ) =min[ A - a(t) + k(0) + f(1,τ + 1), k(t) + f(t+ 1,τ + 1)]          (Εξ. 2.6) 

 

Οριακή συνθήκη: 

                                                  f(t,T) =  - p(t)                        (Εξ. 2.7) 
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Εστω ότι µία αεροπορική εταιρία θέλει να διαθέτει ένα εργαλείο για τα επόµενα δέκα 

χρόνια, δηλαδή T= 3. Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται συναρτήσει της ηλικίας t του 

εργαλείου το κόστος χρήσης για ένα χρόνο, η τιµή ανταλλαγής και η τιµή πώλησης (στο 

τέλος του χρονικού διαστήµατος). 

Σκοπός της δυναµικής προσέγγισης είναι η µελέτη της διαδικασίας µε την οποία 

προκύπτει το βέλτιστο αποτέλεσµα. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.1 

t	
   k(t)	
   a(t)	
   p(t)	
  

0	
   5	
   -	
   -	
  

1	
   10	
   40	
   30	
  

2	
   15	
   20	
   20	
  

3	
   20	
   10	
   10	
  

4	
   30	
   5	
   5	
  

 

Για την επίλυση του προβλήµατος µε την “προς τα πίσω” µέθοδο του δυναµικού 

προγραµµατισµού θα χρησιµοποιήσουµε τη βέλτιστη συνάρτηση, την επαναληπτική 

σχέση και τις οριακές συνθήκες που ορίστηκαν παραπάνω. 

Προφανώς ζητείται η τιµή της f(1,0) και η πολιτική µε την οποία επιτυγχάνεται η τιµή 

αυτή. 

Από τις οριακές συνθήκες είναι : 

f(t,3)  = - p(t)                     (Εξ. 2.8) 

 

Αϕού στην αρχή του χρονικού διαστήµατος (χρονική στιγµή τ = 0) η επιχείϱηση έχει 

ένα εργαλείο ηλικίας t = 1, µετά από δέκα χρόνια (χρονική στιγµή τ = 3) η ηλικία του 

πρώτου εργαλείου µπορεί να είναι t= 1,2,3,4. 

Έτσι, 

 

f(1,3) = -p(1) = -30 

f(2,3) = -p(2) = -20 
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f(3,3) = -p(3) = -10 

f(4,3) = -p(4) = -5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 2, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του εργαλείου είναι  

t = 1,2,3. 

 

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει : 

 

f(1,2) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,3), k(1) + f(2,3)] = min[5.0,-10.0] = -10.0 

 

f(2,2) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,3), k(2) + f(3,3)] = min[15.0,5.0] = 5.0 

 

f(3,2) = min[A - a(3) + k(0) + f(1,3), k(3) + f(4,3)] = min[30.0,15.0] = 15.0 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 1, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του εργαλείου είναι  

t = 1,2.  

΄ 

Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει : 

 

f(1,1) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,2), k(1) + f(2,2)] = min[25.0,15.0] = 15.0 

 

f(2,1) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,2), k(2) + f(3,2)] = min[35.0,30.0] = 30.0 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 0 προκύπτει : 

 

f(1,0) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,1), k(1) + f(2,1)] = min[50.0,40.0] = 40.0 

 

Εποµένως το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου για την περίοδο των δέκα χρόνων 

είναι 40.  

Για να ολοκληρωθεί η λύση του προβλήµατος θα πρέπει να προσδιοριστεί ποια είναι η 

πολιτική που επιφέρει το κόστος αυτό. 
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Προσδιορισµός βέλτιστης πολιτικής  

Από τον υπολογισµό της f(1,0) µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η τιµή της προκύπτει 

από την απόϕαση να διατηρήσει η επιχείρηση το εργαλείο και να φθάσει στη χρονική 

στιγµή τ = 1 µε ένα εργαλείο ηλικίας t = 2. Εποµένως, χρειαζόµαστε για τη συνέχεια το 

ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική στιγµή τ = 1 εώς τη χρονική 

στιγµή τ = 3, αν τη χρονική στιγµή τ = 1 το εργαλείο είναι ηλικίας t = 2. Το κόστος αυτό 

προκύπτει από την τιµή της f(2,1) που είναι 30 και προκύπτει από την απόαση να 

διατηρήσει η επιχείρηση το εργαλείο και να φθάσει στη χρονική στιγµή τ = 2 µε ένα 

εργαλείο ηλικίας t = 3. ΄Αρα, στη συνέχεια χρειαζόµαστε την τιµή της f(3,2) που είναι 15 

και προκύπτει από την απόφαση να διατηρήσει η επιχείρηση το εργαλείο και να φθάσει 

στη χρονική στιγµή τ = 3 µε ένα εργαλείο ηλικίας t = 4.  

 

Η διαδικασία αυτή παρουσιάζεται στον παρακάτω σχήµα. 

 

(Age, Time stage) = (1, 0)  Keep 

 

(Age, Time stage) = (2, 1)  Keep 

 

(Age, Time stage) = (3, 2)  Keep 

Σχήμα	
  2.1	
  Αποτελέσματα	
  βέλτιστης	
  πολιτικής 

 

 

Ανάπτυξη λογισµικού (Κώδικας Matlab) 
 
A = 70; 
 
Initial_Age = 1; 
Taf = 3; 
T = 4; 
t = [0 1 2 3 4]; 

Σχήμα	
  2.2	
  Αρχικοποίηση 
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Στο Σχήµα 2.2 ορίζονται η µέγιστη ηλικία και το εύρος χρονικών διαστηµάτων 

(ορίζοντας) στην τιµή 3 αντίστοιχα. 

 
k = [5 10 15 20 30]; 
a = [0 40 30 15 10]; 
p = [0 30 20 10 5]; 

Σχήμα	
  2.3	
  Σχέσεις	
  κόστους,	
  πώλησης,	
  αγοράς 

 

Στο Σχήµα 2.3 φαίνονται οι συναρτήσεις µε τις οποίες ορίζονται οι τιµές του κόστος, της 

πώλησης και της αντικατάστασης. 

 
for taf=Taf:-1:1 
    for t=2:T 
        if(t == Initial_Age + 1 && taf == 1)            
            fa(t, taf) = A - a(t) + k(1) + fa(2, taf +1); % Replace 
            fb(t, taf) = k(t) + fb(t + 1, taf +1);       % Keep 
            faBack(t, taf) = fa(t, taf); 
            fbBack(t, taf) = fb(t, taf); 
  
            minA = min(fa(t, taf),fb(t, taf)); 
  
            fa(t, taf) = minA; 
            fb(t, taf) = fa(t, taf); 
  
            fprintf('\nf(%d,%d) = min[A - a(%d) + k(0) + f(1,%d), k(%d) 
+ f(%d,%d)] = min[%.1f,%.1f] = %.1f\n',t-1,taf-1,t-1,taf,t-
1,t,taf,faBack(t, taf),fbBack(t, taf),minA); 
            break; 
        end 
        if(taf == 1) 
            continue; 
        end 
         
        if(t - taf <= (T-Taf)) 
            fa(t, taf) = A - a(t) + k(1) + fa(2, taf +1); % (Replace) 
            fb(t, taf) = k(t) + fb(t + 1, taf +1);       % (Keep) 
            faBack(t, taf) = fa(t, taf); 
            fbBack(t, taf) = fb(t, taf);         
         
            minA = min(fa(t, taf),fb(t, taf)); 
  
            fa(t, taf) = minA; 
            fb(t, taf) = fa(t, taf); 
  
            fprintf('\nf(%d,%d) = min[A - a(%d) + k(0) + f(1,%d), k(%d) 
+ f(%d,%d)] = min[%.1f,%.1f] = %.1f\n',t-1,taf-1,t-1,taf,t-
1,t,taf,faBack(t, taf),fbBack(t, taf),minA);         
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        end 
    end 
end 

Σχήμα	
  2.4	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  ελαχίστου	
  κόστους	
  

 

Στο Σχήµα 2.4 φαίνεται ο τρόπος µε την οποία εντοπίζεται το ελάχιστο κόστος για την 

χρήση του αεροσκάφους σε ένα εύρος 10 χρόνων. 

 
t=Initial_Age + 1; 
taf=1; 
while(1) 
      if(t - taf <= 1 && t <= T && taf <= Taf)   
           
          fprintf('\n(Age, Time stage) = (%d, %d)',t-1,taf-1); 
         if(faBack(t, taf) <= fbBack(t, taf)) 
           fprintf('  Buy/Replace\n'); 
           t = 2; 
           taf = taf + 1; 
           continue; 
         else 
           fprintf('\nKeep\n');  
           t = t + 1; 
           taf = taf + 1; 
           continue; 
         end       
       
      else 
          break; 
      end 
end 

Σχήμα	
  2.5	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  βέλτιστης	
  πολιτικής 

 

Στο Σχήµα 2.5 παρουσιάζεται ο κώδικας µε τον οποίο εντοπίζεται η βέλτιστη πολιτική 

χρησιµοποιώντας τους πίνακες που προέκυψαν από τις συναρτήσεις fa και fb που έχουν 

τα δεδοµένα από τις επιλογές αντικατάστασης και διατήρησης. 

 
Το πρόγραµµα δίνει την παρακάτω έξοδο: 
 
--------------- 
 
Min = 40 
 
--------------- 
 
(Age, Time stage) = (1, 0)  Keep 
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(Age, Time stage) = (2, 1)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (3, 2)  Keep 

Σχήμα	
  2.6	
  Έξοδος	
  αλγορίθμου	
  -­‐	
  Αποτελέσματα	
  
 
 

 2.5.2. Παράδειγµα της αντικατάστασης εργαλείων µε 
ενοικίαση 

 
 
Μία εταιρεία θέλει να χρησιµοποιήσει ένα εργαλείο για ένα χρονικό ορίζοντα Τ = 5 

χρόνων και έχει την δυνατότητα σε κάθε αρχή του χρόνου να νοικιάζει (αντικατάσταση) 

κάποιο άλλο µε το ανάλογο κόστος µε µέγιστο χρόνο ενοικίασης τα 3 χρόνια. 

 

 
	
  

Σχήμα	
  2.7	
  Χρονικό	
  Διάγραμμα	
  
 

Το κόστος χρήσης-συντήρησης του εργαλείου είναι συνάρτηση της παλαιότητας του t 

(της ηλικίας του). 

Σε κάθε χρονική στιγµή  τ =  0,1, …, T-1 υπάρχει η δυνατότητα το εργαλείο να 

αντικατασταθεί µε ένα καινούργιο. 

 

΄Εστω ότι δίνονται τα εξής στοιχεία : 

 

• e(t)   :  η τιµή ενοικίασης ενός καινούργιου εργαλείου ηλικίας t, 

• m(t)  : το κόστος χρήσης του εργαλείου για ένα χρόνο όταν αυτό είναι ηλικίας t, 

• c(t)  :  το συνολικό κόστος για την διατήρηση ενός εργαλείου για i χρόνια,  

           i = 1,2,3.  
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Εποµένως, τίθεται το ερώτηµα αν και σε ποιες χρονικές στιγµές πρέπει να νοικιασθεί ένα 

νέο εργαλείο έτσι ώστε η επιχείρηση να χρησιµοποιήσει το εργαλείο µε το ελάχιστο 

δυνατό κόστος. Ζητείται εποµένως η βέλτιστη πολιτική που πρέπει να ακολουθήσει η 

επιχείρηση για να ελαχιστοποιήσει το κόστος χρήσης του εργαλείου. 

 

Ορίζεται η g(k) ως η συνάρτηση του ελάχιστου κόστους χρήσης από τον χρόνο τ = k έως 

τ = 5, αν ένα εργαλείο νοικιάζεται την χρονική στιγµή τ = k. 

Η βέλτιστη συνάρτηση ορίζεται ως εξής : 

 

g(t)  = “ το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική  

               στιγµή τ = k έως τη χρονική στιγµή T” 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζεται η επαναληπτική σχέση µε τη βοήθεια της οποίας θα 

υπολογισθεί η g(t).  

 

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Εξ. 2.9) 

 

Σκοπός µας είναι η εύρεση της τιµής g(0). 

Έστω ότι µία εταιρία θέλει να διαθέτει ένα εργαλείο για τα επόµενα 5 χρόνια, δηλαδή T 

= 5. Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται συναρτήσει της ηλικίας t του εργαλείου το 

κόστος χρήσης για ένα χρόνο και η τιµή ενοικίασης. 

Σκοπός της δυναµικής προσέγγισης είναι η µελέτη της διαδικασίας µε την οποία 

προκύπτει το βέλτιστο αποτέλεσµα. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.2 

t	
   e(t)	
   m(t)	
   c(t)	
  

1	
   200	
   60	
   260	
  

2	
   400	
   80	
   540	
  

3	
   500	
   120	
   760	
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Η c µεταβλητή ορίζεται από τη : 

i από 1 µέχρι 3 

C(i) = άθροισµα του κόστους m από 1 έως i + e(i) 

Τέλος επανάληψης 

 

Ορίζεται ως οριακή συνθήκη η g(T) = 0,  

δηλαδή g(5) = 0. 

 

Εύκολα προκύπτει ότι την χρονική στιγµή τ = 4 είναι :  

g(4) = c1, 

δηλαδή 

g(4) = 260 

αφού µπορεί να νοικιαστεί µόνο για ένα χρόνο το εργαλείο τον τελευταίο χρόνο. 

 

Την χρονική στιγµή τ = 3 το εργαλείο µπορεί να νοικιαστεί µόνο για ένα ή για δύο 

χρόνια, εποµένως : 

g(3) = min [c2 + g(5), c1 + g(4)]  

g(3) = min [540, 520] = 520 

 

Την χρονική στιγµή τ = 2 το αεροσκάφος µπορεί να νοικιαστεί για 1,2 ή 3 χρόνια, 

εποµένως : 

g(2) = min [c3 + g(5), c2 + g(4), c1 + g(3)]  

       = min [760, 800, 780] = 760 

 

Προκύπτουν οι εξής διαδοχικές καταστάσεις : 

g(1) = min [c3 + g(4), c2 + g(3), c1 + g(2)]  

        = min [1020, 1060, 1020] = 1020 

 

g(0) = min [c3 + g(3), c2 + g(2), c1 + g(1)]  

        = min [1280, 1300, 1280] = 1280 
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Προκύπτει ότι το ελάχιστο κόστος είναι ίσο µε : 

Min = 1280 Μ$ 

 

 

Προσδιορισµός βέλτιστης πολιτικής 

 

To ελάχιστο από την τιµή g(0) προσδιορίζει πόσα χρόνια πρέπει να νοικιαστεί το 

εργαλείο. Επειδή αυτό αντιστοιχεί στο g(1) ή στο g(3) τότε οδηγούµαστε στην επόµενη 

κατάσταση την τ = 1 ή την τ = 3, ακολουθώντας και τις δύο πορείες. Το ελάχιστο της 

g(1), η τιµή 1020, βρίσκεται στην θέση g(2) ή g(4), οπότε οδηγούµαστε στην θέση g(2) ή 

g(4), που σηµαίνει ότι θα νοικιάσει για άλλο 1 χρόνο ένα νέο εργαλείο ή για άλλα 3 

χρόνια αντίστοιχα.. Η διαδικασία συνεχίζει µε τον ίδιο τρόπο και καταλήγουµε στις εξής 

ισοδύναµες αλληλουχίες :  

 

 0 1 2 5  

 

 0 1 4 5  

 

 0 3 4 5 

 

 

 

Για παράδειγµα, η πρώτη εκφράζει ότι στην αρχή θα ενοικιαστεί ένα νέο εργαλείο και 

µετά από ένα χρόνο θα ενοικιαστεί ένα άλλο καινούργιο δίνοντας πίσω το παλιό. Στον 

δεύτερο χρόνο θα ενοικιασθεί ένα καινούργιο εργαλείο για 3 χρόνια. 

Αυτό σηµαίνει ότι τις χρονικές στιγµές αυτές η εταιρεία θα νοικιάζει αεροσκάφος µε το 

ελάχιστο κόστος. 
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Ανάπτυξη λογισµικού (Κώδικας Matlab) 

 
T = 5;     %years total 
Limit = 3;  %how many years we can lease the equipment 
t = [0 1 2 3 4 5]; 
  
 
c = zeros(1,T + 1); 
g = zeros(1,T + 1); 

Σχήμα	
  2.8	
  Αρχικοποίηση 

 

Στο Σχήµα 2.8 ορίζονται το εύρος χρονικών διαστηµάτων (ορίζοντας) στην τιµή 10, 

ποιος είναι ο µέγιστος αριθµός χρόνων που µπορεί να νοικιαστεί ένα νέο αεροσκάφος. 

Επίσης, φαίνεται ο µηδενισµός των πινάκων που χρειάζονται στον αλγόριθµο. 

 
m = [60 80 120]; 
e = [200 400 500]; 
  
for i=1:1:Limit 
   c(i) = sum(m(1:i)) + e(i); 
end 

Σχήμα	
  2.9	
  Σχέσεις	
  κόστους,	
  πώλησης,	
  αγοράς 

 

Στο Σχήµα 2.9 φαίνονται οι συναρτήσεις µε τις οποίες ορίζονται οι τιµές του κόστος, της 

ενοικίασης και της µεταβλητής c. 

 
g(T+1) = 0; 
  
for j=T:-1:1 
    min = 1000000; 
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= (T + 1) ) 
            g(j) = c(i) + g(i + j); 
            z(j,i) = g(j);      
             
            if( g(j) <= min ) 
            min = g(j); 
            end 
        end 
        minA(j) = min; 
    end 
    g(j) = min; 
end 

Σχήμα	
  2.10	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  ελαχίστου	
  κόστους	
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Στο Σχήµα 2.10  φαίνεται ο τρόπος µε την οποία εντοπίζεται το ελάχιστο κόστος για την 

χρήση του αεροσκάφους σε ένα εύρος 10 χρόνων. Να σηµειωθεί ότι στη Matlab δεν 

µπορεί να οριστεί τιµή στο στοιχείο θέσης 0 σε ένα πίνακα. Για αυτό όταν ο αναγνώστης 

διαβάζει το g(1) αυτό σηµαίνει ότι είναι το g(0). 

 
for j=1:T     
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= (T + 1) )             
            if( z(j,i) == minA(j) ) 
               fprintf('\n(j,i) = (%d, %d)\n',j-1,i-1);           
               tr(j,i) = j + i; 
            end 
        end         
    end     
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
u=1; 
v=1; 
for j=1:T   
    for i=1:Limit 
        for p=1:T 
            if( tr(j,i) == p && tr(j,i) ~= 0) 
                for b=1:Limit 
                    if( tr(p,b) ~= 0) 
                    fprintf('\n = %d %d %d\n',j-1,tr(j,i)-1,tr(p,b)-1); 
                    pinak(u,v) = j; 
                    pinak(u,v+1) = tr(j,i); 
                    pinak(u,v+2) = tr(p,b); 
                    u = u + 1;                     
                    end 
                end 
            end         
        end 
    end     
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
  
for j=1:T+1 
    for i=1:T+1 
        if(i ~= j) 
        if(pinak(j,Limit-1) == pinak(i,Limit-2) &&  pinak(j,Limit)== 
pinak(i,Limit-1)) 
            fprintf('\n = %d %d %d %d \n\n',pinak(j,Limit-2)-
1,pinak(j,Limit-1)-1,pinak(j,Limit)-1,pinak(i,Limit)-1); 
        end 
        end 
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    end 
end 

Σχήμα	
  2.11	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  βέλτιστης	
  πολιτικής 

 
 
Στο Σχήµα 2.11 παρουσιάζεται ο κώδικας µε τον οποίο εντοπίζεται η βέλτιστη πολιτική. 

Ο πίνακας z περιέχει όλες τις τιµές της συνάρτησης g για κάθε χρονική στιγµή για όλες 

τις καταστάσεις (από c1 µέχρι c3). 

Οπότε στον κώδικα του σχήµατος 2.12 ελέγχεται για ποια κατάσταση και χρονική στιγµή 

εµφανίζεται το ελάχιστο και σηµειώνονται σε έναν νέο πίνακα tr. 

 

 
for j=1:T     
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= (T + 1) )             
            if( z(j,i) == minA(j) ) 
               fprintf('\n(j,i) = (%d, %d)\n',j-1,i-1);           
               tr(j,i) = j + i; 
            end 
        end         
    end     
end 
Σχήμα	
  2.12	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  κατάστασης και χρονικής στιγµής που εµφανίζεται 

το ελάχιστο 
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Κεφάλαιο 3 
Το πρόβληµα αντικατάστασης εργαλείων στον αεροπορικό 
στόλο 
 
 

 3.1. Αεροπορικός στόλος και λειτουργία αεροπορικών 
εταιρειών 

 

Μια αεροπορική εταιρεία είναι µια εταιρεία που παρέχει υπηρεσίες αεροπορικών 

µεταφορών για  µετακινήσεις επιβατών ή εµπορευµάτων ή και τα δύο. Οι αεροπορικές 

εταιρείες µισθώνουν ή έχουν στην ιδιοκτησία τους αεροσκάφη µε τα οποία παρέχουν 

αυτές τις υπηρεσίες και δηµιουργούν συνεργασίες/συµµαχίες µε άλλες αεροπορικές 

εταιρείες µε στόχο το αµοιβαίο όφελος. Σε γενικές γραµµές, οι αεροπορικές εταιρείες 

αναγνωρίζονται µε ένα πιστοποιητικό λειτουργίας (ΑOC – Air Operator Certificate) που 

εκδίδεται από δηµόσιο φορέα αεροµεταφορών(Υπηρεσία Πολιτικής Αεροπορίας). 

Οι αεροπορικές εταιρείες ποικίλουν µεταξύ τους. Υπάρχουν αυτές που µεταφέρουν 

φορτία ή παρέχουν ταχυδροµικές υπηρεσίες, υπάρχουν αυτές οι οποίες παρέχουν 

υπηρεσίες µεταφοράς επιβατών και υπάρχουν κι αυτές οι οποίες παρέχουν και τα δύο. Οι 

υπηρεσίες αυτές µπορούν να κατηγοριοποιηθούν ως διηπειρωτικές, διηπειρωτικές, 

εγχώριες, περιφερειακές ή διεθνείς, και µπορεί να παρέχονται προγραµµατισµένες 

υπηρεσίες ή υπηρεσίες ναυλώσεις(τσάρτερ). Ανάλογα µε το κοινό και τις υπηρεσίες που 

παρέχει η εκάστοτε αεροπορική εταιρία, προσαρµόζει το στόλο αεροσκαφών και το 

πτητικό της έργο. 

Είναι γεγονός ότι απαιτείται υπέρογκο κεφάλαιο για τη δηµιουργία µιας αεροπορικής 

εταιρίας. Ιστορικά, οι αεροµεταφορές έχουν επιβιώσει σε µεγάλο βαθµό από την κρατική 

στήριξη, είτε µε τη µορφή ιδίων κεφαλαίων ή επιδοτήσεων. Η αεροπορική βιοµηχανία 

στο σύνολό της έχει κάνει µια συσσωρευτική ζηµία κατά τη διάρκεια της εκατονταετούς 

ιστορίας της, αφού οι δαπάνες περιλαµβάνουν επιδοτήσεις για την ανάπτυξη 

αεροσκαφών και την κατασκευή αεροδροµίων. 
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Ένα επιχείρηµα είναι ότι οι θετικές εξωτερικότητες, όπως η υψηλότερη ανάπτυξη λόγω 

της παγκόσµιας κινητικότητας, θα υπερκεράσουν τις µικροοικονοµικές απώλειες και θα 

δικαιολογήσουν τη συνέχιση της κρατικής παρέµβασης. Ένα ιστορικά υψηλό επίπεδο της 

κυβερνητικής παρέµβασης στην αεροπορική βιοµηχανία µπορεί να θεωρηθεί ως µέρος 

µιας ευρύτερης πολιτικής συναίνεσης για τις στρατηγικές µορφές της µεταφοράς, όπως 

οι αυτοκινητόδροµοι και οι σιδηρόδροµοι, οι οποίες λαµβάνουν δηµόσια χρηµατοδότηση 

στα περισσότερα µέρη του κόσµου. Η κερδοφορία είναι πιθανό να βελτιωθεί στο µέλλον, 

καθώς συνεχίζεται η ιδιωτικοποίηση και οι πιο ανταγωνιστικοί αεροµεταφορείς χαµηλού 

κόστους πολλαπλασιάζονται. 

Παρά το γεγονός ότι σε πολλές χώρες εξακολουθούν να λειτουργούν αεροπορικές 

εταιρείες κρατικές ή ευρύτερου δηµόσιου τοµέα, πολλές µεγάλες αεροπορικές εταιρείες 

σήµερα ανήκουν σε ιδιώτες και συνεπώς διέπονται από αρχές µικροοικονοµικών για να 

µεγιστοποιηθεί το κέρδος των µετόχων. 

Οι αεροπορικές εταιρείες που παρέχουν ολοκληρωµένες υπηρεσίες έχουν ένα υψηλό 

επίπεδο από πάγια και λειτουργικά έξοδα για τη δηµιουργία και τη συντήρηση 

υπηρεσιών: την εργασία, τα καύσιµα, τα αεροσκάφη, κινητήρες, ανταλλακτικά και 

εξαρτήµατα, υπηρεσίες πληροφορικής και δικτύων, τον εξοπλισµό αεροδροµίου, τις 

υπηρεσίες επίγειας εξυπηρέτησης των αεροδροµίων, οι πωλήσεις της διανοµής, την 

τροφοδοσία, την κατάρτιση, την ασφάλιση και άλλα έξοδα. Έτσι το µεγαλύτερο ποσοστό 

των εσόδων από τις πωλήσεις εισιτηρίων καταβάλλεται σε µια πληθώρα εξωτερικών 

πάροχων ή σε κέντρα εσωτερικού κόστους. 

Επιπλέον, η βιοµηχανία είναι δοµηµένη έτσι ώστε οι αεροπορικές εταιρείες συχνά να  

λειτουργούν ως φοροεισπράκτορες. Τα καύσιµα είναι αφορολόγητα, λόγω µιας σειράς 

συνθηκών που υπάρχουν µεταξύ των χωρών. Οι τιµές των εισιτηρίων περιλαµβάνουν µια 

σειρά από φόρους τέλη και επιβαρύνσεις πέραν του ελέγχου των αεροπορικών εταιρειών. 

Οι αεροπορικές εταιρείες είναι επίσης υπεύθυνες για την επιβολή κυβερνητικών, 

παγκοσµίως δοµηµένων, κανονισµών. Αν οι αεροπορικές εταιρείες µεταφέρουν επιβάτες 

χωρίς τα κατάλληλα έγγραφα για µια διεθνή πτήση, είναι υπεύθυνες για την επιστροφή 

τους πίσω στην αρχική χώρα. 



 51 

Η ανάλυση της περιόδου 1992-1996 δείχνει ότι κάθε κρίκος στην αλυσίδα των 

αεροπορικών µεταφορών είναι πολύ πιο κερδοφόρος από τις ίδιες τις αεροπορικές 

εταιρείες, οι οποίες συλλέγουν και  µεταδίδουν τα τέλη και τα έσοδα τους από τις 

πωλήσεις εισιτηρίων. Ενώ οι αεροπορικές εταιρείες στο σύνολό τους είχαν 6% απόδοση 

κεφαλαίου (2-3,5% µικρότερο από το κόστος του κεφαλαίου), τα αεροδρόµια είχαν 10%, 

οι εταιρείες catering 10-13%, οι εταιρείες χειρισµού (handling) 11-14%, οι εκµισθωτές 

αεροσκαφών 15%, οι κατασκευαστές αεροσκαφών 16%, και οι παγκόσµιες εταιρείες 

διανοµής περισσότερο από 30%. 

Σε γενική βάση, οι τιµές των εισιτηρίων ανά επιβάτη συµπεριλαµβάνουν υπηρεσίες 

φαγητού εν πτήση, κατά την οποία το σύνολο της τιµής του εισιτηρίου ανά επιβάτη την 

ευρεία είσοδο  των εταιρειών χαµηλού κόστους που άρχισε µε την αλλαγή του αιώνα έχει 

επιταχύνει την απαίτηση για τον έλεγχο των δαπανών στις εταιρείες παροχής 

ολοκληρωµένων υπηρεσιών. Πολλές από αυτές τις εταιρείες χαµηλού κόστους  

παρουσιάζουν συνεχή κέρδη σε όλα τα στάδια του επιχειρηµατικού κύκλου. Με την 

αλλαγή του αιώνα, µια καινούργια φιλοσοφία εισήλθε στην πολιτική λειτουργίας των 

εταιριών, πρόκειται για την πολιτική χαµηλού κόστους (low cost).Ως αποτέλεσµα, µία 

ανακατάταξη των αεροπορικών εταιρειών συµβαίνει παγκοσµίως.  

Κάποιοι υποστηρίζουν ότι θα ήταν πολύ καλύτερο για τη βιοµηχανία στο σύνολό της, 

εάν πραγµατικά έκλειναν κάποιες εταιρείες ώστε να µειωθεί ο αριθµός των αεροπορικών 

εταιρειών "ζόµπι" που ανταγωνίζονται µε τις υγιείς αεροπορικές εταιρείες, και 

διατηρούνται µε πλασµατική προστασία από τους πιστωτές µέσω του πτωχευτικού 

δικαίου. Από την άλλη πλευρά, ορισµένοι έχουν επισηµάνει ότι η µείωση της 

παραγωγικής ικανότητας θα είναι βραχύβια, δεδοµένου ότι θα υπάρξει πληθώρα από 

σχετικά νέα αεροσκάφη που πτωχευµένες εταιρείες θα θέλουν να ξεφορτωθούν, τα οποία 

θα εισέλθουν εκ νέου στην αγορά είτε ως αύξηση των στόλων για τους επιζώντες ή σαν 

φθηνά αεροπλάνα που θα αγοράσουν καινούριες εταιρείες. 

Οι επιλογές του στόλου είναι από τις πιο σηµαντικές αποφάσεις που πρέπει να κάνει µια 

αεροπορική εταιρεία. Μεγάλης κλίµακας αλλαγές στο στόλο των αεροσκαφών, 

συµπεριλαµβανοµένων ενδεχοµένως τον καθορισµό νέων αεροσκαφών και τύπων 

κινητήρων, θα αγγίξει σχεδόν κάθε πτυχή της επιχείρησης, από τις καθηµερινές πτήσεις 
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και την ικανοποίηση των πελατών ως την χρηµατοοικονοµική απόδοση και τα κέρδη των 

µετόχων. 

Η αύξηση της προβλεπόµενης ζήτησης (ρυθµιστικές αρχές µεταφορών προβλέπουν 2-4% 

αύξηση, κατασκευαστές αεροσκαφών προβλέπουν 3-6% αύξηση και πανεπιστηµιακές 

µελέτες έχουν προσδιορίσει αύξηση κατά 2-5%) σε συνδυασµό µε την καθιέρωση ενός 

ευρέος φάσµατος νέων αεροσκαφών και κινητήρων καθιστά την απόφαση εξαιρετικά 

περίπλοκη. Την ίδια στιγµή, η συµπίεση περιθωρίου και ο ανταγωνισµός αυξάνει τον 

κίνδυνο, καθώς και την αξία που διακυβεύεται. 

Πλήρης ανάλυση των βασικών θεµάτων, πολυπλοκότητες και αβεβαιότητες, καθώς και 

το trade-off του κίνδυνου επιστροφής εναλλακτικών επιλογών πρέπει να θεωρηθούν έτσι 

ώστε να αξιολογηθεί ο αντίκτυπος στις οικονοµικές επιδόσεις της εταιρείας, καθώς και 

την επιχειρησιακή αποτελεσµατικότητα. 

 

 

 3.2. Ανασκόπηση στα προβλήµατα αντικατάστασης στον 

αεροπορικό στόλο 

 

Μία σηµαντική εργασία που είχε εκπονηθεί το 1971 από τους Schwartz, Sheler και 

Cooper στο Center of Naval Analyses στη Virginia των Ηνωµένων Πολιτειών, αποτέλεσε 

την πρώτη ολοκληρωµένη εργασία για το πρόβληµα της αντικατάστασης εργαλείων στον 

αεροπορικό στόλο του Ναυτικού των ΗΠΑ [13]. Γινόταν µια σηµαντική προσπάθεια από 

το Ναυτικό εκείνη την περίοδο ώστε να βελτιωθεί το πρόγραµµα συντήρησης των 

αεροσκαφών. Το ενδιαφέρον αυτό προέκυψε από την ταχεία αύξηση του αριθµού των 

πολεµικών αεροσκαφών που δεν ήταν διαθέσιµα για συµµετοχή στο στόλο κατά τη 

διάρκεια του πολέµου µε το Βιετνάµ, για λόγους συντήρησης. Έτσι, το 1966 ο Αρχηγός 

Ναυτικών Επιχειρήσεων ζήτησε από το Κέντρο Ναυτικής Ανάλυσης να διερευνήσει το 

πρόγραµµα συντήρησης µε στόχο τη µείωση του αριθµού των αεροσκαφών εκτός 

υπηρεσίας. Τα αρχικά πορίσµατα ήταν τόσο ελκυστικά που το πεδίο εφαρµογής της 

µελέτης επεκτάθηκε. Ένα έργο που ακολούθησε ήταν η ανάπτυξη µιας λογικής για την 
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απόσυρση των αεροσκαφών που βασίζεται σε οικονοµικά κριτήρια. Σύµφωνα µε την ως 

τότε πρακτική, η επισκευή και η απόσυρση των αεροσκαφών επιλεγόταν µε βάση 

ιστορικά στοιχεία, τα έξοδα σχεδιασµού και τις άµεσες επιχειρησιακές απαιτήσεις. Η 

επιλογή αυτών των στοιχείων αποφάσεων ήταν σε κάποιο βαθµό αυθαίρετη, και η 

επίδραση του χρόνου σε αυτά τα στοιχεία λαµβανόταν σπάνια υπόψη.  

Αυτή η εργασία περιγράφει µία µέθοδο για τον καθορισµό της βέλτιστης επισκευής και 

των στρατηγικών αντικατάστασης για τα αεροσκάφη, µε ειδική αναφορά στα το F-4. Ο 

σκοπός της ανάλυσης είναι να επιλεγεί το σύνολο των στρατηγικών από όλες τις πιθανές 

εναλλακτικές λύσεις σε έναν πεπερασµένο ορίζοντα σχεδιασµού που να ελαχιστοποιεί το 

κόστος των εργασιών. Ένα δυναµικό πρόγραµµα παρουσιάζεται το οποίο επιδιώκει τη 

βέλτιστη διαδροµή µέσα από µια σειρά περιόδων αποφάσεων, όταν κάθε περίοδος 

αρχίζει µε την επιλογή της διατήρησης ένα αεροσκάφους, επισκευής του πριν από την 

περαιτέρω λειτουργία, ή αγοράζοντας ένα νέο. Δεν λαµβάνονται υπόψη αλλαγές στην 

τεχνολογία. Ως εκ τούτου, όταν µια αντικατάσταση συµβεί, αυτό γίνεται µε ένα 

παρόµοιο αεροσκάφος. Πολύ-παραγοντικές στατιστικές τεχνικές χρησιµοποιούνται για 

την εκτίµηση του σχετικού κόστους σε συνάρτηση µε την ηλικία και το χρόνο από την 

τελευταία επισκευή. 

Βασικοί παράγοντες για την λήψη αποφάσεων στην συγκεκριµένη εργασία είναι οι εξής : 

• Κατάσταση υλικού 

• Απόδοση στις αποστολές 

• Οικονοµικά κριτήρια 

 

Η κατάσταση του υλικού ενός αεροσκάφους τείνει να εξασθενεί καθώς η 

ηλικία του αυξάνεται. Ο βασικός εξοπλισµός του αεροσκάφους πλησιάζει σε µια κόπωση 

στο όριο ζωής του, έκτακτες ανάγκες συντήρησης παρουσιάζονται πιο συχνά, και η 

υποκείµενη µηχανική φθορά µαζί µε τη διάβρωση  συσσωρεύονται για να παράγουν το 

αποτέλεσµα της γήρανσης. Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί να αποθαρρύνεται µέσα από ένα 

πρόγραµµα εντατικής συντήρησης. Παρ 'όλα αυτά, σπάνια είναι κατάλληλο για την 

καταπολέµηση της γήρανσης και έτσι, στην πραγµατικότητα, κάποια γήρανση θα 
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λαµβάνει χώρα ακόµη και αν εφαρµοστεί ένα οικονοµία βέλτιστο πρόγραµµα 

συντήρησης. Η επίδραση της γήρανσης εκδηλώνεται, καθώς οι ηλικίες των αεροσκαφών 

αυξάνονται, ως µείωση του ποσοστού ετοιµότητας, η οποία επηρεάζει την 

αποτελεσµατικότητα της αποστολής αρνητικά και ως εκ τούτου επηρεάζει τη διάρκεια 

ζωής των αεροσκαφών.  

Σε γενικές γραµµές, λόγω της κατάστασης του υλικού, η ικανότητα του αεροσκάφους να 

εκτελέσει µια αποστολή µειώνεται µε την πάροδο του χρόνου και µειώνεται . Επιπλέον, 

η διαδοχή των καθορισµένων απαιτήσεων της αποστολής τείνει να είναι όλο και πιο 

δύσκολη να επιτευχθεί για ένα τύπο αεροσκάφους. Εν ολίγοις, η αποτελεσµατικότητα 

της αποστολής ενός αεροσκάφους µειώνεται καθώς διευρύνεται το χάσµα µεταξύ των 

απαιτήσεων της αποστολής και των επιδόσεων του αεροσκάφους.  

Σύµφωνα µε την εργασία των Massoud και Joseph [14]  είναι σαφές πως οι αεροπορικές 

εταιρείες χρειάζονται ένα εµπεριστατωµένο σχέδιο για την µελλοντική αγορά και 

αντικατάσταση αεροσκαφών. Η στρατηγική αντικατάστασης αεροσκαφών περιλαµβάνει 

αποφάσεις για το πότε και πόσα αεροσκάφη διαφορετικού τύπου θα πρέπει να 

αγοραστούν, µισθωθούν και αντικατασταθούν εντός του ορίζοντα σχεδιασµού της 

εταιρείας. 

Η εργασία τους θεωρείται αρκετά αξιόλογη διότι κατάφεραν και υλοποιήσαν έναν 

ευριστικό αλγόριθµο µε όλες τις απαιτούµενες παραµέτρους και συµπεριλάβανε την 

αντικατάσταση, διατήρηση, ενοικίαση, τον αριθµό αεροσκαφών από τα ενοικιαζόµενα 

και τα ιδιόκτητα σε µια συνάρτηση κόστους. Βέβαια, αυτή η ελαχιστοποίηση της 

συνάρτησης κόστους δεν µπορεί να υπολογιστεί µε δυναµικό προγραµµατισµό αλλά µε 

ευριστική µέθοδο. 



 55 

Σχήµα 3.1 Μέση ηλικία αεροσκαφών σε έτη για το 2010 

 

Τα σηµαντικά ζητήµατα που θέτουν οι εταιρείες είναι :  

• Πότε να αγοράσω/ενοικιάσω ένα αεροσκάφος; 

• Πόσα αεροσκάφη να αγοράσω/ενοικιάσω 

• Πόσα αεροσκάφη και πότε να τα απορρίψω; 

• Να αγοράσω ή να ενοικιάσω; 

• Πότε ένα αεροσκάφος έχει µεγάλη ηλικία και θα πρέπει να ληφθεί απόφαση; 

Η βιβλιογραφία για την αντικατάσταση αεροσκαφών είναι φτωχή προς το παρόν. Στόχος 

της επίλυσης ενός προβλήµατος είναι να απαντηθούν τα παραπάνω ερωτήµατα και 

ουσιαστικά η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους εντός του ορίζοντα σχεδιασµού 

της εταιρείας εντοπίζοντας πότε και τι τύπος αεροσκάφους θα αγοραστεί ή µισθωθεί 

(συµπεριλαµβανοµένου και του χρονικού διαστήµατος) ή απορριφθεί.  

Τα κόστη που λαµβάνονται υπόψη είναι το κόστος αγοράς του νέου αεροσκάφους, το 

κόστος µίσθωσης, το κόστος λειτουργίας, το κόστος συντήρησης, το κόστος λειτουργίας 

του καινούριου στόλου και το κέρδος από την πώληση του παλιού αεροσκάφους. 

Περιορισµοί όπως το υπόλοιπο αεροσκαφών, η ικανοποίηση της µελλοντικής ζήτησης 

και ο ανταγωνισµός είναι µέρος της ανάλυσης. 
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Συνήθως ο ορίζοντας σχεδιασµού είναι η 10ετία. Η καθυστέρηση της παράδοσης του 

νέου αεροσκάφους µπορεί να βρεθεί από τις πληροφορίες των κατασκευαστών. Η 

µελλοντική ζήτηση (εγχώρια και διεθνής) θα πρέπει να έχει εκτιµηθεί για να εξετασθεί η 

αντικατάσταση.  

Στοιχεία που αποτελούν σηµαντικές παραµέτρους για το πρόβληµα της αντικατάστασης 

είναι οι τιµές αγοράς των αεροσκαφών ανάλογα µε την ηλικία τους (Σχήµα 3.2), οι τιµές 

µίσθωσης αεροσκαφών ανάλογα µε την ηλικία τους, τα κόστη λειτουργίας και 

συντήρησης και το κόστος εισαγωγής καινούριου στόλου.  

Η ανάλυση παλινδρόµησης σχετικά µε το κόστος αγοράς αεροσκάφους συµπεραίνει τα 

εξής :  

           (Εξ. 3.1) 

 

	
  

Σχήµα 3.2 Κόστος αγοράς αεροσκάφους B737-800 σε σχέση µε την ηλικία του.  

 

Σχετικά µε το ετήσιο κόστος µίσθωσης αεροσκαφών αναλογικά µε την τιµή αγορά 

αυτών, οι αναλύσεις υποδεικνύουν ότι οι καλύτερες εκτιµήσεις δίνονται από τον εξής 

τύπο : 
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                                                                 (Εξ. 3.2)  

 

Η βάση δεδοµένων της Collateral Verification [15] περιλαµβάνει επικαιροποιηµένα 

στοιχεία σχετικά µε τη µίσθωση των αεροσκαφών. 

 

Σχήµα 3.3 Κόστος µίσθωσης αεροσκάφους B737-800 σε σχέση µε το κόστος αγοράς 

αυτού.  

 

Τα λειτουργικά κόστη είναι όλα τα κόστη που σχετίζονται µε τη λειτουργία του 

αεροσκάφους και περιλαµβάνουν τα κόστη καυσίµου, τα κόστη για το πλήρωµα, κόστη 

προµηθειών/catering, κόστη στάθµευσης του αεροσκάφους και προσγείωσης (η βάση 

δεδοµένων Airline Monitor [16] - περιλαµβάνει στοιχεία για τα παραπάνω).  

Για τα κόστη συντήρησης των αεροσκαφών ανάλογα µε την ηλικία του αεροσκάφους, 

δεν υπάρχουν επίσηµα στοιχεία. Η RAND Corporation [17] έχει κάνει εκτενή έρευνα 

σχετικά µε τα λειτουργικά κόστη για τα πολιτικά και τα στρατιωτικά αεροσκάφη.  

Ένα αεροσκάφος θεωρείται καινούριο αν έχει ηλικία µεταξύ 0-6 ετών, ώριµο αν έχει 

ηλικία µεταξύ 6-12 ετών, και γερασµένο από 12 ετών και άνω.  
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Σχήµα 3.4 Δείκτης κόστους συντήρησης ανάλογα µε την ηλικία του αεροσκάφους 

Για την πλήρη παρουσίαση του προβλήµατος αντικατάστασης σε αεροπορικό στόλο, 

παρουσιάζεται η σχετική στρατηγική τριών αεροπορικών εταιρειών η οποία προκύπτει 

µε χρήση του µοντέλου που αναπτύχθηκε στο Αεροναυτικό Πανεπιστήµιο Embry-

Riddle. Οι τρεις εταιρείες είναι οι εξής : 

• AirTran Airways (US-based) 

• Delta Airlines (US-based, η µεγαλύτερη αεροπορική εταιρεία στον κόσµο) 

• British Airways (Διεθνής αεροπορική εταιρεία) 

Δεδοµένα ελήφθησαν από την βάση δεδοµένων της BTS [18]. Τα µοντέλα που 

εφαρµόστηκαν είχαν περισσότερες από 250000 µεταβλητές αποφάσεων και 310000 

περιορισµούς, η ανάλυση έγινε σε προσωπικό υπολογιστή και τα αποτελέσµατα 

ελήφθησαν σε λιγότερο από 5 λεπτά. 
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Σχήµα 3.5 Ο στόλος της AirTran, 2010 

 

Ο στόλος της AirTran (2010) παρουσιάζεται στο σχήµα 3.5 και διαθέτει 138 αεροσκάφη, 

2 διαφορετικών τύπων. Η µέση ηλικία των αεροσκαφών είναι 7,9 χρόνια. Στο σχήµα 3.6 

παρουσιάζεται ο στόλος της Delta Airlines µε 744 αεροσκάφη 18 διαφορετικών τύπων. 

Η µέση ηλικία των αεροσκαφών της Delta είναι 15,8 έτη. 

 

Σχήµα 3.6 Ο στόλος της Delta Airlines, 2010 

Στο σχήµα 3.7 παρουσιάζεται ο στόλος της British Airways, µε 229 αεροσκάφη 14 

διαφορετικών τύπων και µέση ηλικία 12,5 έτη.  
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Σχήµα 3.7 Ο στόλος της British Airways, 2010 

 

Με αυτά τα στοιχεία σαν δεδοµένα και βάσει της ανάλυσης του προβλήµατος 

αντικατάστασης προέκυψαν οι στρατηγικές αντικατάστασης για τις τρεις εταιρείες όπως 

παρουσιάζονται στα σχήµατα 3.8, 3.9 και 3.10.  

Σχήµα 3.8 Στρατηγική αντικατάστασης AirTran 
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Σχήµα 3.9 (a) Στρατηγική αντικατάστασης Delta Airlines (2011-2015) 

 

Σχήµα 3.9 (b) Στρατηγική αντικατάστασης Delta Airlines (2016-2020) 
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Σχήµα 3.10 Στρατηγική αντικατάστασης British Airways 

 

Οι κυριότερες παρατηρήσεις από την ανάλυση των στρατηγικών αντικατάστασης είναι οι 

εξής: 

• Αγορά/µίσθωση εντελώς καινούριου αεροσκάφους (ηλικία 0) 

• Μισθώσεις (8-12 έτη) 

• Πώληση γηρεότερων αεροσκαφών µε µέση ηλικία από 15 έτη και άνω 
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Σχήµα 3.11 Αγορά έναντι µίσθωσης  

 

Στο σχήµα 3.11 παρουσιάζεται το ποσοστό των αεροσκαφών που θα είναι µισθωµένα για 

τον ορίζοντα σχεδιασµού και για τις τρεις εταιρείες. Παρατηρείται ότι το ποσοστό 

αυξάνεται µε το χρόνο. Στο σχήµα 3.12 παρουσιάζεται η µεταβολή στην µίσθωση των 

αεροσκαφών σε σχέση µε τις µεταβολές στο κόστος µίσθωσης. Το ποσοστό µίσθωσης 

αυξάνεται για µείωση του κόστους µίσθωσης και µειώνεται όταν το κόστος µίσθωσης 

αυξάνεται, αποτέλεσµα που είναι αναµενόµενο.  
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Σχήµα 3.12 Αλλαγή στη µίσθωση αεροσκαφών σε σχέση µε την αλλαγή στο κόστος 

µίσθωσης 

 

 

 

Σχήµα 3.13 Αλλαγή στη µίσθωση αεροσκαφών σε σχέση µε την αλλαγή στο κόστος 

αγοράς 
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Στο σχήµα 3.13 παρουσιάζεται η µεταβολή στην µίσθωση των αεροσκαφών σε σχέση µε 

τις µεταβολές στο κόστος αγοράς. Το ποσοστό µίσθωσης αυξάνεται για αύξηση του 

κόστους αγοράς και µειώνεται όταν το κόστος αγοράς µειώνεται, αποτέλεσµα που είναι 

επίσης αναµενόµενο. Το ποσοστό των µισθωµένων αεροσκαφών σε ορίζοντα 30ετίας 

παρουσιάζεται στο σχήµα 3.14.  

 

 

Σχήµα 3.14 Μισθωµένα αεροσκάφη σε ορίζονται 30ετίας 
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Σχήµα 3.15 Μέση ηλικία µισθωµένων αεροσκαφών  

 

 

Σχήµα 3.16 Μέση ηλικία ιδιόκτητων αεροσκαφών  
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Σχήµα 3.17 Διαφοροποίηση στόλου  

 

Σχήµα 3.18 Κατανοµή του κόστους ανά επιχειρηµατική δραστηριότητα 

 



 68 

Από την ανωτέρω ανάλυση µπορούν να εξαχθούν κάποια βασικά σηµεία της 

στρατηγικής αντικατάστασης αεροσκαφών για τις συγκεκριµένες αεροπορικές εταιρείες. 

Σε γενικές γραµµές λοιπόν: 

• Η µίσθωση προτιµάται σε σχέση µε την αγορά 

• Η µακροχρόνια µίσθωση (πάνω από 12 έτη) δεν προτείνεται 

• Τα γηραιότερα αεροσκάφη (ηλικίας άνω των 15 ετών) θα πρέπει να 

αντικαθίστανται 

• Δεν ενθαρρύνεται η τήρηση διαφορετικών τύπου στόλων 

• Τα κόστη συντήρησης και λειτουργίας είναι τα πιο σηµαντικά κόστη (σχήµα 

3.18) 

• Οι αεροπορικές εταιρείες θα κερδίσουν περισσότερα αν λειτουργούν αποδοτικούς 

στόλους, ακόµα και αν αυτοί κοστίζουν περισσότερο 

• Αυτές οι στρατηγικές φαίνεται να ισχύουν και για τις τρεις εταιρείες µε 

διαφορετικά δίκτυα και επιχειρηµατικά µοντέλα 

 

 3.3. Πρόβληµα αντικατάστασης στον αεροπορικό στόλο 
χωρίς την χρήση ενοικίασης 

 
 
Μία αεροπορική εταιρεία θέλει να χρησιµοποιήσει ένα αεροσκάφος Boeing 737-800 για 

ένα χρονικό ορίζοντα Τ = 10 χρόνων και έχει την δυνατότητα σε κάθε αρχή του χρόνου 

να κρατάει το αεροσκάφος ή να το ανταλλάσει-αντικαθιστά. 

Το κόστος χρήσης-συντήρησης του αεροσκάφους είναι συνάρτηση της παλαιότητας του t 

(της ηλικίας του).  
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Σχήμα	
  3.19	
  

Χρονικό	
  διάγραμμα	
  

 

Σε κάθε χρονική στιγµή τ =  0,1, …, T-1 υπάρχει η δυνατότητα το αεροσκάφος να 

αντικατασταθεί µε ένα καινούργιο. 

Η αντικατάσταση αυτή γίνεται µε ένα κόστος το οποίο εξαρτάται από την ηλικία του 

αεροσκάφους.  

‘Εστω ότι δίνονται τα εξής στοιχεία : 

 

• A    :  η τιµή αγοράς ενός καινούργιου αεροσκάφους, 

• k(t) : το κόστος χρήσης του αεροσκάφους για ένα χρόνο όταν αυτό είναι ηλικίας t, 

• a(t) : η τιµή ανταλλαγής που λαµβάνουµε όταν αντικαθιστάµε το αεροσκάφος 

µας ηλικίας t µε ένα καινούργιο, 

• p(t) :  η τιµή πώλησης του αεροσκάφους στο τέλος του χρόνουT, όταν αυτό είναι 

ηλικίας t. 

 

Εποµένως, τίθεται το ερώτηµα αν και σε ποιες χρονικές στιγµές πρέπει να 

αντικατασταθεί το αεροσκάφος µε ένα καινούργιο έτσι ώστε η επιχείρηση να 

χρησιµοποιήσει το αεροσκάφος µε το ελάχιστο δυνατό κόστος. Ζητείται εποµένως η 

βέλτιστη πολιτική που πρέπει να ακολουθήσει η επιχείρηση για να ελαχιστοποιήσει το 

κόστος χρήσης του αεροσκάφους. 

Για την επίλυση του προβλήµατος θα χρησιµοποιηθεί η προς τα πίσω µέθοδο του 

δυναµικού προγραµµατισµού.  

Η βέλτιστη συνάρτηση ορίζεται ως εξής : 
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f(t, τ)  = “ το ελάχιστο κόστος χρήσης του αεροσκάφους από τη χρονική  

               στιγµή έως τη χρονική στιγµή T, αν τη χρονική στιγµή το  

               εργαλείο είναι ηλικίας t.” 

 

Στη συνέχεια θα πρέπει να βρεθεί µία επαναληπτική σχέση µε τη ϐοήθεια της οποίας θα 

υπολογισθεί η f(t,τ).  

΄Εστω ότι σε µία χρονική στιγµή το αεροσκάφος που έχει η επιχείρηση είναι ηλικίας t.  

Για να υπολογιστεί η τιµή f(t,τ) ακολουθείται ο παρακάτω τρόπος. Για τη µετάβαση από 

τη χρονική στιγµή τ στη χρονική στιγµή τ + 1 υπάρχουν δύο τρόποι : 

 

• Η επιχείρηση αποφασίζει τη χρονική στιγµή τ να αντικαταστήσει το αεροσκάφος 

µε ένα καινούργιο και τη χρονική στιγµή τ + 1 να έχει ένα αεροσκάφος ηλικίας 1 

 

• Η επιχείρηση αποφασίζει τη χρονική στιγµή να διατηρήσει το αεροσκάφος και τη 

χρονική στιγµή τ + 1 να έχει ένα αεροσκάφος ηλικίας t + 1. 

 

Αν τη χρονική στιγµή τ η επιχείρηση αποϕασίσει να αντικαταστήσει το αεροσκάφος, 

τότε το κόστος µέχρι την επόµενη χρονική στιγµή θα είναι: 

 

                                                 A - a(t) + k(0)      (Εξ. 3.3) 

 

 και σύµφωνα µε την αρχή της βελτιστοποίησης, το ολικό κόστος µέχρι τη χρονική 

στιγµή T στην περίπτωση αυτή θα είναι: 

 

                             A - a(t) + k(0) + f(1,τ + 1)      (Εξ. 3.3α) 

 

Αν τη χρονική στιγµή τ η επιχείρηση αποϕασίσει να διατηρήσει το αεροσκάφος, τότε το 

κόστος µέχρι την επόµενη χρονική στιγµή θα είναι k(t) και το ολικό κόστος µέχρι τη 

χρονική στιγµή T στην περίπτωση αυτή θα είναι: 
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                                          k(t) + f(t+ 1,τ + 1)      (Εξ. 3.4) 

 

 

΄Ετσι, η τιµή f(t, τ) θα δίνεται από το ελάχιστο µεταξύ των τιµών κόστους που 

προκύπτουν από κάθε απόϕαση, δηλαδή 

   
                                      (Εξ. 3.5) 

 

 

Σύµφωνα µε τη διατύπωση του προβλήµατος στο τέλος του χρονικού διαστήµατος 

(χρονική στιγµή T) το αεροσκάφος πωλείται µε τιµή πώλησης p(t). 

΄Αρα, για τη χρονική στιγµή T, είναι: 

 

f(t,T) = -p(t)      (Εξ. 3.6) 

 

Εποµένως για την επίλυση του προβλήµατος µε την προς τα πίσω µέθοδο του δυναµικού 

προγραµµατισµού χρησιµοποιούνται τα εξής : 

 

Βέλτιστη συνάρτηση: 

f(t,τ) = “το ελάχιστο κόστος χρήσης του εργαλείου από τη χρονική στιγµή τ εώς τη 

χρονική στιγµή T αν τη χρονική στιγµή το εργαλείο είναι ηλικίας t.” 

 

Επαναληπτική σχέση: 

f(t,τ) =min[ A - a(t) + k(0) + f(1,τ + 1), k(t) + f(t+ 1,τ + 1)]    (Εξ. 3.7) 

 

 

Οριακές συνθήκες: 

                                                  f(t,T) =  - p(t)      (Εξ. 3.8) 
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Εστω ότι µία αεροπορική εταιρία θέλει να διαθέτει ένα αεροσκάφος για τα επόµενα δέκα 

χρόνια, δηλαδή T = 10. Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται συναρτήσει της ηλικίας t 

του εργαλείου το κόστος χρήσης για ένα χρόνο, η τιµή ανταλλαγής και η τιµή πώλησης 

(στο τέλος του χρονικού διαστήµατος). 

Τα δεδοµένα ελήφθησαν προσεγγιστικά. Οι τιµές πώλησης και αντικατάστασης 

ορίστηκαν προσεγγιστικά και αυθαίρετα µε µικρή διαφορά µεταξύ τους. Σκοπός της 

δυναµικής προσέγγισης είναι η µελέτη της διαδικασίας µε την οποία προκύπτει το 

βέλτιστο αποτέλεσµα. 

 

 

 

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.1 

t	
   k(t)	
   a(t)	
   p(t)	
  

0	
   5	
   -	
   -	
  

1	
   9	
   34.5	
   36.5	
  

2	
   13	
   31	
   33	
  

3	
   17	
   27.5	
   29.5	
  

4	
   21	
   24	
   26	
  

5	
   25	
   20.5	
   22.5	
  

6	
   29	
   17	
   19	
  

7	
   33	
   13.5	
   15.5	
  

8	
   37	
   10	
   12	
  

9	
   41	
   6.5	
   8.5	
  

10	
   45	
   3	
   5	
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Για την επίλυση του προβλήµατος µε την προς τα πίσω µέθοδο του δυναµικού 

προγραµµατισµού θα χρησιµοποιήσουµε τη βέλτιστη συνάρτηση, την επαναληπτική 

σχέση και τις οριακές συνθήκες που ορίστηκαν παραπάνω. 

Προφανώς ζητείται η τιµή της f(1,0) και η πολιτική µε την οποία επιτυγχάνεται η τιµή 

αυτή. 

Από τις οριακές συνθήκες είναι : 

                                                  f(t,10)  = - p(t)               (Εξ. 3.9) 

 

Αϕού στην αρχή του χρονικού διαστήµατος (χρονική στιγµή τ = 0) η επιχείϱηση έχει 

ένα αεροσκάφος ηλικίας t = 1, µετά από δέκα χρόνια (χρονική στιγµή τ = 10) η ηλικία 

του πρώτου αεροσκάφους µπορεί να είναι t = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11. 

Έτσι, 

f(1,10) = -p(1) = -36.5 

f(2,10) = -p(2) = -33 

f(3,10) = -p(3) = -29.5 

f(4,10) = -p(4) = -26 

f(5,10) = -p(5) = -22.5 

f(6,10) = -p(6) = -19 

f(7,10) = -p(7) = -15.5 

f(8,10) = -p(8) = -12 

f(9,10) = -p(9) = -8.5 

f(10,10) = -p(10) = -5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 9, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. 

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

f(1,9) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,10), k(1) + f(2,10)] = min[-6.0,-24.0] = -24.0 

 

f(2,9) = min[A - a(2) + k(0) + f(2,10), k(2) + f(3,10)] = min[-2.5,-16.5] = -16.5 

 

f(3,9) = min[A - a(3) + k(0) + f(3,10), k(3) + f(4,10)] = min[1.0,-9.0] = -9.0 
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f(4,9) = min[A - a(4) + k(0) + f(4,10), k(4) + f(5,10)] = min[4.5,-1.5] = -1.5 

 

f(5,9) = min[A - a(5) + k(0) + f(5,10), k(5) + f(6,10)] = min[8.0,6.0] = 6.0 

 

f(6,9) = min[A - a(6) + k(0) + f(6,10), k(6) + f(7,10)] = min[11.5,13.5] = 11.5 

 

f(7,9) = min[A - a(7) + k(0) + f(7,10), k(7) + f(8,10)] = min[15.0,21.0] = 15.0 

 

f(8,9) = min[A - a(8) + k(0) + f(8,10), k(8) + f(9,10)] = min[18.5,28.5] = 18.5 

 

f(9,9) = min[A - a(9) + k(0) + f(9,10), k(9) + f(10,10)] = min[22.0,36.0] = 22.0 

  

 

f(10,9) = min[A - a(10) + k(0) + f(1,10), k(10) + f(11,10)] = min[25.5,43.5] = 25.5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 8, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2,3,4,5,6,7,8,9.  

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

f(1,8) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,9), k(1) + f(2,9)] = min[6.5,-7.5] = -7.5 

 

f(2,8) = min[A - a(2) + k(0) + f(2,9), k(2) + f(3,9)] = min[10.0,4.0] = 4.0 

 

f(3,8) = min[A - a(3) + k(0) + f(3,9), k(3) + f(4,9)] = min[13.5,15.5] = 13.5 

 

f(4,8) = min[A - a(4) + k(0) + f(4,9), k(4) + f(5,9)] = min[17.0,27.0] = 17.0 

 

f(5,8) = min[A - a(5) + k(0) + f(5,9), k(5) + f(6,9)] = min[20.5,36.5] = 20.5 

 

f(6,8) = min[A - a(6) + k(0) + f(6,9), k(6) + f(7,9)] = min[24.0,44.0] = 24.0 
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f(7,8) = min[A - a(7) + k(0) + f(7,9), k(7) + f(8,9)] = min[27.5,51.5] = 27.5 

 

f(8,8) = min[A - a(8) + k(0) + f(8,9), k(8) + f(9,9)] = min[31.0,59.0] = 31.0 

 

f(9,8) = min[A - a(9) + k(0) + f(1,9), k(9) + f(10,9)] = min[34.5,66.5] = 34.5 

  

 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 7, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2,3,4,5,6,7,8.  

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

f(1,7) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,8), k(1) + f(2,8)] = min[23.0,13.0] = 13.0 

 

f(2,7) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,8), k(2) + f(3,8)] = min[26.5,26.5] = 26.5 

 

f(3,7) = min[A - a(3) + k(0) + f(1,8), k(3) + f(4,8)] = min[30.0,34.0] = 30.0 

 

f(4,7) = min[A - a(4) + k(0) + f(1,8), k(4) + f(5,8)] = min[33.5,41.5] = 33.5 

 

f(5,7) = min[A - a(5) + k(0) + f(1,8), k(5) + f(6,8)] = min[37.0,49.0] = 37.0 

 

f(6,7) = min[A - a(6) + k(0) + f(1,8), k(6) + f(7,8)] = min[40.5,56.5] = 40.5 

 

f(7,7) = min[A - a(7) + k(0) + f(1,8), k(7) + f(8,8)] = min[44.0,64.0] = 44.0 

 

f(8,7) = min[A - a(8) + k(0) + f(1,8), k(8) + f(9,8)] = min[47.5,71.5] = 47.5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 6, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2,3,4,5,6,7.  

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

f(1,6) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,7), k(1) + f(2,7)] = min[43.5,35.5] = 35.5 
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f(2,6) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,7), k(2) + f(3,7)] = min[47.0,43.0] = 43.0 

 

f(3,6) = min[A - a(3) + k(0) + f(1,7), k(3) + f(4,7)] = min[50.5,50.5] = 50.5 

 

f(4,6) = min[A - a(4) + k(0) + f(1,7), k(4) + f(5,7)] = min[54.0,58.0] = 54.0 

 

f(5,6) = min[A - a(5) + k(0) + f(1,7), k(5) + f(6,7)] = min[57.5,65.5] = 57.5 

 

f(6,6) = min[A - a(6) + k(0) + f(1,7), k(6) + f(7,7)] = min[61.0,73.0] = 61.0 

 

f(7,6) = min[A - a(7) + k(0) + f(1,7), k(7) + f(8,7)] = min[64.5,80.5] = 64.5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 5, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2,3,4,5,6.  

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

 

f(1,5) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,6), k(1) + f(2,6)] = min[66.0,52.0] = 52.0 

 

f(2,5) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,6), k(2) + f(3,6)] = min[69.5,63.5] = 63.5 

 

f(3,5) = min[A - a(3) + k(0) + f(1,6), k(3) + f(4,6)] = min[73.0,71.0] = 71.0 

 

f(4,5) = min[A - a(4) + k(0) + f(1,6), k(4) + f(5,6)] = min[76.5,78.5] = 76.5 

 

f(5,5) = min[A - a(5) + k(0) + f(1,6), k(5) + f(6,6)] = min[80.0,86.0] = 80.0 

 

f(6,5) = min[A - a(6) + k(0) + f(1,6), k(6) + f(7,6)] = min[83.5,93.5] = 83.5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 4, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2,3,4,5.  



 77 

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

 

f(1,4) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,5), k(1) + f(2,5)] = min[82.5,72.5] = 72.5 

 

f(2,4) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,5), k(2) + f(3,5)] = min[86.0,84.0] = 84.0 

 

f(3,4) = min[A - a(3) + k(0) + f(1,5), k(3) + f(4,5)] = min[89.5,93.5] = 89.5 

 

f(4,4) = min[A - a(4) + k(0) + f(1,5), k(4) + f(5,5)] = min[93.0,101.0] = 93.0 

 

f(5,4) = min[A - a(5) + k(0) + f(1,5), k(5) + f(6,5)] = min[96.5,108.5] = 96.5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 3, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2,3,4.  

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

 

f(1,3) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,4), k(1) + f(2,4)] = min[103.0,93.0] = 93.0 

 

f(2,3) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,4), k(2) + f(3,4)] = min[106.5,102.5] = 102.5 

 

f(3,3) = min[A - a(3) + k(0) + f(1,4), k(3) + f(4,4)] = min[110.0,110.0] = 110.0 

 

f(4,3) = min[A - a(4) + k(0) + f(1,4), k(4) + f(5,4)] = min[113.5,117.5] = 113.5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 2, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2,3.  

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

 

f(1,2) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,3), k(1) + f(2,3)] = min[123.5,111.5] = 111.5 

 

f(2,2) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,3), k(2) + f(3,3)] = min[127.0,123.0] = 123.0 
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f(3,2) = min[A - a(3) + k(0) + f(1,3), k(3) + f(4,3)] = min[130.5,130.5] = 130.5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 1, οι δυνατές τιµές της ηλικίας του αεροσκάφους είναι  

t = 1,2.  

΄Ετσι, από την επαναληπτική σχέση προκύπτει: 

 

f(1,1) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,2), k(1) + f(2,2)] = min[142.0,132.0] = 132.0 

 

f(2,1) = min[A - a(2) + k(0) + f(1,2), k(2) + f(3,2)] = min[145.5,143.5] = 143.5 

 

Για τη χρονική στιγµή τ = 0 προκύπτει: 

 

f(1,0) = min[A - a(1) + k(0) + f(1,1), k(1) + f(2,1)] = min[162.5,152.5] = 152.5 

 

Εποµένως το ελάχιστο κόστος χρήσης του αεροσκάφους για την περίοδο των δέκα 

χρόνων είναι 152.5.  

Για να ολοκληρωθεί  η λύση του προβλήµατος θα πρέπει να προσδιοριστεί ποια είναι η 

πολιτική που επιϕέρει το κόστος αυτό. 

 

Προσδιορισµός βέλτιστης πολιτικής  

 

Από τον υπολογισµό της f(1,0) µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η τιµή της προκύπτει 

από την απόφαση να διατηρήσει η επιχείρηση το αεροσκάφος και να φθάσει στη χρονική 

στιγµή τ = 1µε ένα αεροσκάφος ηλικίας t = 2. Εποµένως, χρειαζόµαστε για τη συνέχεια 

το ελάχιστο κόστος χρήσης του αεροσκάφους από τη χρονική στιγµή τ =1 εώς τη 

χρονική στιγµή τ = 3, αν τη χρονική στιγµή τ = 1 το αεροσκάφος είναι ηλικίας t = 2. Το 

κόστος αυτό προκύπτει από την τιµή της f(2,1) που είναι 143.5 και προκύπτει από την 

απόφαση να διατηρήσει η επιχείρηση το αεροσκάφος και να φθάσει στη χρονική στιγµή 

τ = 2 µε ένα εργαλείο ηλικίας t = 3. ΄Αρα, στη συνέχεια χρειαζόµαστε την τιµή της f(3,2) 
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που είναι 130.5 και προκύπτει από την απόϕαση να αντικαταστήσει η επιχείρηση το 

αεροσκάφος και να φθάσει στη χρονική στιγµή τ = 3 µε ένα αεροσκάφος ηλικίας t = 1.  

Διαδικασία αυτή συνεχίζεται όπως φαίνεται στον παρακάτω σχήµα. 

 

(Age, Time stage) = (1, 0)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (2, 1)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (3, 2)  Buy/Replace 
 
(Age, Time stage) = (1, 3)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (2, 4)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (3, 5)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (4, 6)  Buy/Replace 
 
(Age, Time stage) = (1, 7)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (2, 8)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (3, 9)  Keep 

Σχήμα	
  3.20	
  Αποτελέσματα	
  βέλτιστης	
  πολιτικής 

 

 

Ανάπτυξη λογισµικού (Κώδικας Matlab) 

 
Initial_Age = 1; 
Taf = 10; 
T = 11; 
  
A = 60; 
  
t = [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11]; 

Σχήμα	
  3.21	
  Αρχικοποίηση 

 

Στο Σχήµα 3.21 ορίζονται η µέγιστη ηλικία και το εύρος χρονικών διαστηµάτων 

(ορίζοντας) στην τιµή 10 αντίστοιχα. 
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k = 5 + 4*t; 
 
p(1) = 0; 
for i=2:T+1 
   p(i) = 40 - 3.5*(i-1); 
end 
  
a = p - 2; 

Σχήμα	
  3.22	
  Σχέσεις	
  κόστους,	
  πώλησης,	
  αγοράς 

Στο Σχήµα 3.22 φαίνονται οι συναρτήσεις µε τις οποίες ορίζονται οι τιµές του κόστος, 

της πώλησης και της αντικατάστασης. 

 
for taf=Taf:-1:1 
    for t=2:T 
        if(t == Initial_Age + 1 && taf == 1)            
            fa(t, taf) = A - a(t) + k(1) + fa(2, taf +1); % Replace 
            fb(t, taf) = k(t) + fb(t + 1, taf +1);       % Keep 
            faBack(t, taf) = fa(t, taf); 
            fbBack(t, taf) = fb(t, taf); 
  
            minA = min(fa(t, taf),fb(t, taf)); 
  
            fa(t, taf) = minA; 
            fb(t, taf) = fa(t, taf); 
  
            fprintf('\nf(%d,%d) = min[A - a(%d) + k(0) + f(1,%d), k(%d) 
+ f(%d,%d)] = min[%.1f,%.1f] = %.1f\n',t-1,taf-1,t-1,taf,t-
1,t,taf,faBack(t, taf),fbBack(t, taf),minA); 
            break; 
        end 
        if(taf == 1) 
            continue; 
        end 
         
        if(t - taf <= (T-Taf)) 
            fa(t, taf) = A - a(t) + k(1) + fa(2, taf +1); % (Replace) 
            fb(t, taf) = k(t) + fb(t + 1, taf +1);       % (Keep) 
            faBack(t, taf) = fa(t, taf); 
            fbBack(t, taf) = fb(t, taf);         
         
            minA = min(fa(t, taf),fb(t, taf)); 
  
            fa(t, taf) = minA; 
            fb(t, taf) = fa(t, taf); 
  
            fprintf('\nf(%d,%d) = min[A - a(%d) + k(0) + f(1,%d), k(%d) 
+ f(%d,%d)] = min[%.1f,%.1f] = %.1f\n',t-1,taf-1,t-1,taf,t-
1,t,taf,faBack(t, taf),fbBack(t, taf),minA);         
  
        end 
    end 
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end 
Σχήμα	
  3.23	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  ελαχίστου	
  κόστους	
  

 

Στο Σχήµα 3.23 φαίνεται ο τρόπος µε την οποία εντοπίζεται το ελάχιστο κόστος για την 

χρήση του αεροσκάφους σε ένα εύρος 10 χρόνων. 

 
t=Initial_Age + 1; 
taf=1; 
while(1) 
      if(t - taf <= 1 && t <= T && taf <= Taf)   
           
          fprintf('\n(Age, Time stage) = (%d, %d)',t-1,taf-1); 
         if(faBack(t, taf) <= fbBack(t, taf)) 
           fprintf('  Buy/Replace\n'); 
           t = 2; 
           taf = taf + 1; 
           continue; 
         else 
           fprintf('\nKeep\n');  
           t = t + 1; 
           taf = taf + 1; 
           continue; 
         end       
       
      else 
          break; 
      end 
end 

Σχήμα	
  3.24	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  βέλτιστης	
  πολιτικής 

Στο Σχήµα 3.24 παρουσιάζεται ο κώδικας µε τον οποίο εντοπίζεται η βέλτιστη πολιτική 

χρησιµοποιώντας τους πίνακες που προέκυψαν από τις συναρτήσεις fa και fb που έχουν 

τα δεδοµένα από τις επιλογές αντικατάστασης και διατήρησης. 

 
Το πρόγραµµα δίνει την παρακάτω έξοδο: 
 
--------------- 
 
Min = 1.525000e+02 
 
--------------- 
 
(Age, Time stage) = (1, 0)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (2, 1)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (3, 2)  Buy/Replace 
 
(Age, Time stage) = (1, 3)  Keep 
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(Age, Time stage) = (2, 4)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (3, 5)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (4, 6)  Buy/Replace 
 
(Age, Time stage) = (1, 7)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (2, 8)  Keep 
 
(Age, Time stage) = (3, 9)  Keep 

Σχήμα	
  3.25	
  Έξοδος	
  αλγορίθμου	
  -­‐	
  Αποτελέσματα	
  
 

 3.4. Πρόβληµα αντικατάστασης στον αεροπορικό στόλο 
µε την χρήση ενοικίασης 

 
 
Μία αεροπορική εταιρεία θέλει να χρησιµοποιήσει ένα αεροσκάφος Boeing 737-800 για 

ένα χρονικό ορίζοντα Τ = 10 χρόνων και έχει την δυνατότητα σε κάθε αρχή του χρόνου 

να νοικιάζει (αντικατάσταση) κάποιο άλλο µε το ανάλογο κόστος µε µέγιστο χρόνο 

ενοικίασης τα 3 χρόνια. 

Το κόστος χρήσης-συντήρησης του αεροσκάφους είναι συνάρτηση της παλαιότητας του t 

(της ηλικίας του). 

Σε κάθε χρονική στιγµή τ = 0,1, …, T-1 υπάρχει η δυνατότητα το αεροσκάφος να 

αντικατασταθεί µε ένα καινούργιο. 

 

΄Εστω ότι δίνονται τα εξής στοιχεία : 

 

• e(t)  :  η τιµή ενοικίασης ενός καινούργιου αεροσκάφους ηλικίας t, 

• m(t) : το κόστος χρήσης του αεροσκάφους για ένα χρόνο όταν αυτό είναι ηλικίας 

t, 

• c(t) : το συνολικό κόστος για την διατήρηση ενός αεροσκάφους για i χρόνια, i = 

1,2,3.  

 

Με τις αντίστοιχες σχέσεις : 

m = 5 + 4*t;      (Εξ. 3.10) 
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e = 4.15 - 0.127*t;      (Εξ. 3.11) 

 
 
 

Η c ορίζεται από την σχέση : 

 

i από 1 µέχρι 3 

C(i) = άθροισµα του κόστους m από 1 έως i + e(i) 

Τέλος επανάληψης 

 

Εποµένως, τίθεται το ερώτηµα αν και σε ποιες χρονικές στιγµές πρέπει να νοικιασθεί ένα 

νέο αεροσκάφος έτσι ώστε η επιχείρηση να χρησιµοποιήσει το αεροσκάφος µε το 

ελάχιστο δυνατό κόστος. Ζητείται εποµένως η βέλτιστη πολιτική που πρέπει να 

ακολουθήσει η επιχείρηση για να ελαχιστοποιήσει το κόστος χρήσης του αεροσκάφους. 

 

Ορίζεται η g(k) ως η συνάρτηση του ελάχιστου κόστους χρήσης από τον χρόνο τ = k έως 

τ = 10, αν ένα αεροσκάφος νοικιάζεται την χρονική στιγµή τ = k. 

Η βέλτιστη συνάρτηση ορίζεται ως εξής : 

 

g(t)  = “ το ελάχιστο κόστος χρήσης του αεροσκάφους από τη χρονική  

               στιγµή τ = k έως τη χρονική στιγµή T.” 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζεται η επαναληπτική σχέση µε τη βοήθεια της οποίας θα 

υπολογισθεί η g(t).  

 

             (Εξ. 3.12) 

 

 

Σκοπός µας είναι η εύρεση της τιµής g(0). 
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Έστω ότι µία αεροπορική εταιρία θέλει να διαθέτει ένα αεροσκάφος για τα επόµενα δέκα 

χρόνια, δηλαδή T= 10. Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται συναρτήσει της ηλικίας t 

του εργαλείου το κόστος χρήσης για ένα χρόνο και η τιµή ενοικίασης. 

Τα δεδοµένα ελήφθησαν προσεγγιστικά. Σκοπός της δυναµικής προσέγγισης είναι η 

µελέτη της διαδικασίας µε την οποία προκύπτει το βέλτιστο αποτέλεσµα. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ  3.2 

t	
   e(t)	
   m(t)	
   c(t)	
  

1	
   4.15	
   5	
   9.15	
  

2	
   4.0230	
   9	
   18.0230	
  

3	
   3.8960	
   13	
   30.8960	
  

 

 

 

Ορίζεται ως οριακή συνθήκη η g(T) = 10,  

δηλαδή g(10) = 0. 

 

Εύκολα προκύπτει ότι την χρονική στιγµή τ = 9 είναι  

g(9) = c1, 

δηλαδή 

g(9) = 9.15 

αφού µπορεί να νοικιαστεί µόνο για ένα χρόνο το αεροσκάφος τον τελευταίο χρόνο. 

 

Την χρονική στιγµή τ = 8 το αεροσκάφος µπορεί να νοικιαστεί µόνο για ένα ή για δύο 

χρόνια, εποµένως  

g(8) = min [c2 + g(10), c1 + g(9)]  

g(8) = min [18.0230, 18.3] = 18.0230 

 

Την χρονική στιγµή τ = 7 το αεροσκάφος µπορεί να νοικιαστεί  για 1,2 ή 3 χρόνια, 

εποµένως  

g(7) = min [c3 + g(10), c2 + g(9), c1 + g(8)]  
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       = min [30.8960, 27.1730, 27.1730] = 27.1730 

 

Προκύπτουν οι εξής διαδοχικές καταστάσεις: 

 

g(6) = min [c3 + g(9), c2 + g(8), c1 + g(7)]  

        = min [40.0460, 36.0460, 36.3230] = 36.0460 

 

g(5) = min [c3 + g(8), c2 + g(7), c1 + g(6)]  

        = min [48.9190, 45.1960, 45.1960] = 45.1960 

 

g(4) = min [c3 + g(7), c2 + g(6), c1 + g(5)]  

        = min [58.0690, 54.0690 ,54.3460] = 54.0690 

 

g(3) = min [c3 + g(6), c2 + g(5), c1 + g(4)]  

        = min [66.9420, 63.2190, 63.2190] = 63.2190 

 

g(2) = min [c3 + g(5), c2 + g(4), c1 + g(3)]  

        = min [76.0920, 72.0920, 72.3690] = 72.0920 

 

g(1) = min [c3 + g(4), c2 + g(3), c1 + g(2)]  

        = min [84.9650, 81.2420, 81.2420] = 81.2420 

 

g(0) = min [c3 + g(3), c2 + g(2), c1 + g(1)] = 

        = min [94.1150, 90.1150, 90.3920] = 90.1150 

 

Προκύπτει ότι το ελάχιστο κόστος είναι ίσο µε : 

Min = 90.1150 
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Προσδιορισµός βέλτιστης πολιτικής 

 

To ελάχιστο από την τιµή g(0) προσδιορίζει πόσα χρόνια πρέπει να νοικιαστεί το 

αεροσκάφος. Επειδή αυτό αντιστοιχεί στο g(2) τότε οδηγούµαστε στην επόµενη 

κατάσταση την τ = 2. Το ελάχιστο της g(2), η τιµή , βρίσκεται στην θέση g(4), οπότε 

οδηγούµαστε στην θέση g(4), που σηµαίνει ότι θα νοικιάσει για άλλα δύο χρόνια ένα νέο 

αεροσκάφος. Η διαδικασία συνεχίζει µε τον ίδιο τρόπο και καταλήγουµε στην εξής 

αλληλουχία :  

0 2 4 6 8 10 

Αυτό σηµαίνει ότι τις χρονικές στιγµές αυτές η εταιρεία θα νοικιάζει αεροσκάφος µε το 

ελάχιστο κόστος. 

 

 

Ανάπτυξη λογισµικού (Κώδικας Matlab) 

 

 
T = 10;     %years total 
Limit = 3;  %how many years we can lease the equipment 
t = [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11]; 
  
  
z = zeros(T + 1, Limit + 1); 
tr = zeros(T + 1, Limit + 1); 
pinak = zeros(T + 1, Limit + 1); 
pinak2 = zeros(T + 1, Limit + 1); 
  
c = zeros(1,T + 1); 
g = zeros(1,T + 1); 

Σχήμα	
  3.25	
  Αρχικοποίηση 

 

Στο Σχήµα 3.25 ορίζονται το εύρος χρονικών διαστηµάτων (ορίζοντας) στην τιµή 10, 

ποιος είναι ο µέγιστος αριθµός χρόνων που µπορεί να νοικιαστεί ένα νέο αεροσκάφος. 

Επίσης, φαίνεται ο µηδενισµός των πινάκων που χρειάζονται στον αλγόριθµο. 

 
m = 5 + 4*t; 
e = 4.15 - 0.127*t; 
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for i=1:1:Limit 
   c(i) = sum(m(1:i)) + e(i); 
end   

Σχήμα	
  3.26	
  Σχέσεις	
  κόστους,	
  πώλησης,	
  αγοράς 

 

 

Στο Σχήµα 3.26 φαίνονται οι συναρτήσεις µε τις οποίες ορίζονται οι τιµές του κόστος, 

της ενοικίασης και της µεταβλητής c. 

 
g(T+1) = 0; 
  
for j=T:-1:1 
    min = 1000000; 
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= T + 1) 
            g(j) = c(i) + g(i + j); 
            z(j,i) = g(j); 
             
            if( g(j) <= min ) 
            min = g(j);             
            end 
        end 
        minA(j) = min; 
    end 
     
    g(j) = min; 
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
fprintf('\nmin = %3d\n',g(1)); 
fprintf('\n---------------\n'); 

Σχήμα	
  3.27	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  ελαχίστου	
  κόστους	
  

 

Στο Σχήµα 3.27  φαίνεται ο τρόπος µε την οποία εντοπίζεται το ελάχιστο κόστος για την 

χρήση του αεροσκάφους σε ένα εύρος 10 χρόνων. Να σηµειωθεί ότι στη Matlab δεν 

µπορεί να οριστεί τιµή στο στοιχείο θέσης 0 σε ένα πίνακα. Για αυτό όταν ο αναγνώστης 

διαβάζει το g(1) αυτό σηµαίνει ότι είναι το g(0). 

 
for j=1:T     
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= (T + 1) )             
            if( z(j,i) == minA(j) ) 
               fprintf('\n(j,i) = (%d, %d)\n',j,i);           
               tr(j,i) = j + i; 
            end 
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        end         
    end     
end 
  
u=1; 
v=1; 
for j=1:T   
    for i=1:Limit 
        for p=1:T 
            if( tr(j,i) == p && tr(j,i) ~= 0) 
                for b=1:Limit 
                    if( tr(p,b) ~= 0) 
                    fprintf('\n = %d %d %d\n',j,tr(j,i),tr(p,b)); 
                    pinak(u,v) = j; 
                    pinak(u,v+1) = tr(j,i); 
                    pinak(u,v+2) = tr(p,b); 
                    u = u + 1;                     
                    end 
                end 
            end         
        end 
    end     
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
  
u=1; 
v=1; 
  
for j=1:T+1 
    for i=1:T+1 
        if(i ~= j) 
        if(pinak(j,Limit-1) == pinak(i,Limit-2) &&  pinak(j,Limit)== 
pinak(i,Limit-1)) 
            fprintf('\n = %d %d %d %d \n\n',pinak(j,Limit-
2),pinak(j,Limit-1),pinak(j,Limit),pinak(i,Limit)); 
            pinak2(u,v) = pinak(j,Limit-2); 
            pinak2(u,v+1) = pinak(j,Limit-1); 
            pinak2(u,v+2) = pinak(j,Limit); 
            pinak2(u,v+3) = pinak(i,Limit); 
            u = u + 1;   
        end 
        end 
    end 
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
  
for j=1:T+1 
    for i=1:T+1 
        if(i ~= j) 
        if(pinak2(j,Limit) == pinak2(i,Limit-2) &&  pinak2(j,Limit+1)== 
pinak2(i,Limit-1)) 
            if(pinak2(j,Limit-2) - 1 == 0)fprintf('\n = %d %d %d %d %d 
%d \n\n',pinak2(j,Limit-2)-1,pinak2(j,Limit-1)-1,pinak2(j,Limit)-
1,pinak2(j,Limit+1)-1,pinak2(i,Limit)-1,pinak2(i,Limit+1)-1); end 
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        end 
        end 
    end 
end 
  

Σχήμα	
  3.28	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  βέλτιστης	
  πολιτικής 

 
Στο Σχήµα 3.28 παρουσιάζεται ο κώδικας µε τον οποίο εντοπίζεται η βέλτιστη πολιτική. 

Ο πίνακας z περιέχει όλες τις τιµές της συνάρτησης g για κάθε χρονική στιγµή για όλες 

τις καταστάσεις (από c1 µέχρι c3). 

Οπότε στον κώδικα ελέγχεται για ποια κατάσταση και χρονική στιγµή εµφανίζεται το 

ελάχιστο και σηµειώνονται σε έναν νέο πίνακα tr. 

 

 
for j=1:T     
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= (T + 1) )             
            if( z(j,i) == minA(j) ) 
               fprintf('\n(j,i) = (%d, %d)\n',j,i);           
               tr(j,i) = j + i; 
            end 
        end         
    end     
end 
Σχήμα	
  3.29	
  Αλγόριθμος	
  εύρεσης	
  κατάστασης και χρονικής στιγµής που εµφανίζεται 

το ελάχιστο 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 90 

 
 

Κεφάλαιο 4 
Συµπεράσµατα – Μελλοντική έρευνα 
 
 

 4.1. Συµπεράσµατα  
 

Στην παρούσα εργασία αναλύθηκε το θέµα του δυναµικού προγραµµατισµού ως 

αντικείµενο που επηρεάζει τη λήψη αποφάσεων στην αντικατάσταση ενός αεροσκάφους 

ή στην ενοικίαση του µε το χαµηλότερο κόστος. 

Λαµβάνοντας υπόψη πραγµατικά δεδοµένα µε προσέγγιση αναλύεται η κάθε µέθοδος µε 

την οποία µπορεί να αντικατασταθεί ένα εργαλείο σε κάποιο χρονικό ορίζοντα µε χρήση 

της αντικατάστασης µέσω πώλησης/αγοράς ή µε την χρήση της ενοικίασης. Μέσω 

συναρτήσεων ελαχίστου κόστους και µε την βοήθεια προγραµµάτων σε Matlab 

εντοπίστηκε η βέλτιστη χαµηλότερη τιµή του κόστους για την κατοχή ενός αεροσκάφους 

από την εταιρεία σε δεδοµένο χρονικό ορίζοντα. 

Αναλύθηκε το πρόβληµα αντικατάστασης εργαλείων και παρουσιάστηκαν δύο 

παραδείγµατα αντικατάστασης εργαλείων. Το πρώτο αφορά την αντικατάσταση 

εργαλείων χωρίς να χρησιµοποιηθεί η επιλογή της ενοικίασης στον χρονικό ορίζοντα της 

εφαρµογής της. Το πρόγραµµα που υλοποιήθηκε σε Matlab παράγει την βέλτιστη 

πολιτική χωρίς να λαµβάνει υπόψη όλες τις δυνατές λύσεις. Το αποτέλεσµα της 

βέλτιστης λύσης υπακούει µε την µέθοδο εύρεσης χωρίς προγραµµατισµό και 

παρουσιάζει µεγαλύτερη ευελιξία όσον αφορά αλλαγή στις παραµέτρους. 

Το δεύτερο αφορά την αντικατάσταση εργαλείων µε χρήση της επιλογή της ενοικίασης. 

Σκοπός είναι η µελέτη της περίπτωσης να µπορεί να αντικατασταθεί το εργαλείο µε ένα 

νέο αλλά κάθε φορά να νοικιάζεται και όχι να αντικαταστείτε χωρίς να εµπλέκονται οι 

κινήσεις αγοράς και πώλησης. της βέλτιστης πολιτικής. Το πρόγραµµα που υλοποιήθηκε 

µε την Matlab για τον προσδιορισµός της βέλτιστης λύσης µπορεί να βρει κάθε δυνατή 
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λύση-διαδροµή. Αυτό µπορεί να το διαπιστώσει ο κάθε αναγνώστης χρησιµοποιώντας 

τον κώδικα που παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Α αλλάζοντας τα δεδοµένα. 

 

 

 4.2. Θέµατα µελλοντικής έρευνας 
 

Θα µπορούσε να αποτελεί θέµα µελλοντικής έρευνας η µελέτη και η προσθήκη κοµµάτι 

αλγορίθµου για την εύρεση όλων των δυνατών βέλτιστων πολιτικών στο πρώτο 

πρόβληµα. 

Επίσης, ένα σηµαντικό στοιχείο είναι η επέκταση του προβλήµατος σε πάνω από ένα 

αεροσκάφος που µπορεί να διαθέτει ο στόλος. 

Τέλος, τα δύο προβλήµατα θα µπορούσαν να συνδυαστούν σε ένα ενιαίο πρόβληµα. 

Δηλαδή, η εταιρεία θα µπορούσε να αποφασίζει κάθε χρόνο αν θα αντικαταστήσει ή 

διατηρήσει ή ενοικιάσει ένα καινούργιο αεροσκάφος. Επιπλέον, θα µπορούσαν να 

ληφθούν υπόψη και οι ηλικίες των νοικιαζόµενων και των αντικαταστάσιµων 

αεροσκαφών. Βέβαια, αυτό ίσως θα απαιτούσε διαφορετική αλγοριθµική προσέγγιση, 

δηλαδή να χρησιµοποιηθεί άλλου τύπου προγραµµατισµός, όπως ευριστικός, 

στοχαστικός ή αλγόριθµοι βελτιστοποίησης (γενετικοί, PSO). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  
 
 
1) Κώδικας του παραδείγµατος για το πρόβληµα αντικατάστασης εργαλείου χωρίς 
την χρήση ενοικίασης  
 
clear all 
clc 
  
A = 70; 
  
% Initial_Age = 2; 
% Taf = 4; 
% T = 6; 
% t = [0 1 2 3 4 5 6]; 
% k = [5 10 15 20 25 35 50]; 
% a = [0 55 40 30 20 10 2]; 
% p = [0 45 40 30 15 10 2]; 
  
Initial_Age = 1; 
Taf = 3; 
T = 4; 
t = [0 1 2 3 4]; 
k = [5 10 15 20 30]; 
a = [0 40 30 15 10]; 
p = [0 30 20 10 5]; 
  
f = zeros(T + 1, Taf + 1); 
fa = zeros(T + 1, Taf + 1); 
fb = zeros(T + 1, Taf + 1); 
  
faBack = zeros(T + 1, Taf + 1); 
fbBack = zeros(T + 1, Taf + 1); 
  
for t=1:T+1 
       fa(t,Taf+1) = -p(t); 
end 
fb = fa; 
  
  
for taf=Taf:-1:1 
    for t=2:T         
        if(t == Initial_Age + 1 && taf == 1)            
            fa(t, taf) = A - a(t) + k(1) + fa(2, taf +1); % 
(?????????????) 
            fb(t, taf) = k(t) + fb(t + 1, taf +1);       % Keep 
            faBack(t, taf) = fa(t, taf); 
            fbBack(t, taf) = fb(t, taf); 
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            minA = min(fa(t, taf),fb(t, taf)); 
  
            fa(t, taf) = minA; 
            fb(t, taf) = fa(t, taf); 
  
            fprintf('\nf(%d,%d) = min[A - a(%d) + k(0) + f(1,%d), k(%d) 
+ f(%d,%d)] = min[%.1f,%.1f] = %.1f\n',t-1,taf-1,t-1,taf,t-
1,t,taf,faBack(t, taf),fbBack(t, taf),minA); 
            break; 
        end 
        if(taf == 1) 
            continue; 
        end 
         
        if(t - taf <= (T-Taf)) 
            fa(t, taf) = A - a(t) + k(1) + fa(2, taf +1); % 
(?????????????) 
            fb(t, taf) = k(t) + fb(t + 1, taf +1);       % (?????????) 
            faBack(t, taf) = fa(t, taf); 
            fbBack(t, taf) = fb(t, taf); 
  
            minA = min(fa(t, taf),fb(t, taf)); 
  
            fa(t, taf) = minA; 
            fb(t, taf) = fa(t, taf); 
  
            fprintf('\nf(%d,%d) = min[A - a(%d) + k(0) + f(1,%d), k(%d) 
+ f(%d,%d)] = min[%.1f,%.1f] = %.1f\n',t-1,taf-1,t-1,taf,t-
1,t,taf,faBack(t, taf),fbBack(t, taf),minA);         
  
        end 
    end 
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
fprintf('\nMin = %d\n',min(fa(Initial_Age + 1,1),fb(Initial_Age + 
1,1))); 
fprintf('\n---------------\n'); 
  
t=Initial_Age + 1; 
taf=1; 
while(1) 
      if(t - taf <= (T-Taf) && t <= T && taf <= Taf)   
          fprintf('\n(Age, Time stage) = (%d, %d)',t-1,taf-1); 
         if(faBack(t, taf) <= fbBack(t, taf)) 
           fprintf('  Buy/Replace\n'); 
           t = 2; 
           taf = taf + 1; 
           continue; 
         else 
           fprintf('\nKeep\n');        
           t = t + 1; 
           taf = taf + 1; 
           continue; 
         end       
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      else 
          break; 
      end 
end 
 
 
2) Κώδικας για το πρόβληµα αντικατάστασης στον αεροπορικό στόλο χωρίς την 
χρήση ενοικίασης 
 
clear all 
clc 
  
Initial_Age = 1; 
Taf = 10; 
T = 11; 
  
A = 60; 
  
t = [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11]; 
%k = [5 10 15 20 25 35 36 37 38 39 40 41]; 
k = 5 + 4*t; 
% a = [0 42 35 30 20 10 10 10 10 10 10 10]; 
% p = [0 40 30 38 15 10 10 10 10 10 10 10]; 
p(1) = 0; 
for i=2:T+1 
   p(i) = 40 - 3.5*(i-1); 
   if(p(i)<0) p(i) = 0; end 
end 
  
%p = [0 40 30 38 15 10 10 10 10 10 10 10]; 
a = p - 2; 
a(1) = 0; 
f = zeros(T + 1, Taf + 1); 
fa = zeros(T + 1, Taf + 1); 
fb = zeros(T + 1, Taf + 1); 
  
faBack = zeros(T + 1, Taf + 1); 
fbBack = zeros(T + 1, Taf + 1); 
  
for t=1:T+1 
       fa(t,T) = -p(t); 
end 
fb = fa; 
  
for taf=Taf:-1:1 
    for t=2:T 
        if(t == Initial_Age + 1 && taf == 1)            
            fa(t, taf) = A - a(t) + k(1) + fa(2, taf +1); % Replace 
            fb(t, taf) = k(t) + fb(t + 1, taf +1);       % Keep 
            faBack(t, taf) = fa(t, taf); 
            fbBack(t, taf) = fb(t, taf); 
  
            minA = min(fa(t, taf),fb(t, taf)); 
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            fa(t, taf) = minA; 
            fb(t, taf) = fa(t, taf); 
  
            fprintf('\nf(%d,%d) = min[A - a(%d) + k(0) + f(1,%d), k(%d) 
+ f(%d,%d)] = min[%.1f,%.1f] = %.1f\n',t-1,taf-1,t-1,taf,t-
1,t,taf,faBack(t, taf),fbBack(t, taf),minA); 
            break; 
        end 
        if(taf == 1) 
            continue; 
        end 
         
        if(t - taf <= (T-Taf)) 
            fa(t, taf) = A - a(t) + k(1) + fa(2, taf +1); % (Replace) 
            fb(t, taf) = k(t) + fb(t + 1, taf +1);       % (Keep) 
            faBack(t, taf) = fa(t, taf); 
            fbBack(t, taf) = fb(t, taf);         
         
            minA = min(fa(t, taf),fb(t, taf)); 
  
            fa(t, taf) = minA; 
            fb(t, taf) = fa(t, taf); 
  
            fprintf('\nf(%d,%d) = min[A - a(%d) + k(0) + f(1,%d), k(%d) 
+ f(%d,%d)] = min[%.1f,%.1f] = %.1f\n',t-1,taf-1,t-1,taf,t-
1,t,taf,faBack(t, taf),fbBack(t, taf),minA);         
  
        end 
    end 
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
fprintf('\nMin = %d\n',min(faBack(Initial_Age + 1,1),fbBack(Initial_Age 
+ 1,1))); 
fprintf('\n---------------\n'); 
  
t=Initial_Age + 1; 
taf=1; 
while(1) 
      if(t - taf <= 1 && t <= T && taf <= Taf)   
          %fprintf('\n(t, taf) = (%d, %d)\n',t-1,taf-1); 
          fprintf('\n(Age, Time stage) = (%d, %d)',t-1,taf-1); 
         if(faBack(t, taf) <= fbBack(t, taf)) 
           fprintf('  Buy/Replace\n'); 
           t = 2; 
           taf = taf + 1; 
           continue; 
         else 
           fprintf('\nKeep\n');  
           t = t + 1; 
           taf = taf + 1; 
           continue; 
         end       
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      else 
          break; 
      end 
end 
 
 
3) Κώδικας του παραδείγµατος για το πρόβληµα αντικατάστασης εργαλείου µε την 
χρήση ενοικίασης 
 
clear all 
clc 
  
T = 5;     %years total 
Limit = 3; %how many years we can lease the equipment 
  
c = zeros(1,T + 1); 
g = zeros(1,T + 1); 
  
  
t = [0 1 2 3 4 5]; 
  
m = [60 80 120]; 
e = [200 400 500]; 
  
for i=1:1:Limit 
   c(i) = sum(m(1:i)) + e(i); 
end 
  
g(T+1) = 0; 
  
for j=T:-1:1 
    min = 1000000; 
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= (T + 1) ) 
            g(j) = c(i) + g(i + j); 
            z(j,i) = g(j);      
             
            if( g(j) <= min ) 
            min = g(j); 
            end 
        end 
        minA(j) = min; 
    end 
    g(j) = min; 
end 
  
for j=1:T     
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= (T + 1) )             
            if( z(j,i) == minA(j) ) 
               fprintf('\n(j,i) = (%d, %d)\n',j-1,i-1);           
               tr(j,i) = j + i; 
            end 
        end         
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    end     
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
u=1; 
v=1; 
for j=1:T   
    for i=1:Limit 
        for p=1:T 
            if( tr(j,i) == p && tr(j,i) ~= 0) 
                for b=1:Limit 
                    if( tr(p,b) ~= 0) 
                    fprintf('\n = %d %d %d\n',j-1,tr(j,i)-1,tr(p,b)-1); 
                    pinak(u,v) = j; 
                    pinak(u,v+1) = tr(j,i); 
                    pinak(u,v+2) = tr(p,b); 
                    u = u + 1;                     
                    end 
                end 
            end         
        end 
    end     
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
  
for j=1:T+1 
    for i=1:T+1 
        if(i ~= j) 
        if(pinak(j,Limit-1) == pinak(i,Limit-2) &&  pinak(j,Limit)== 
pinak(i,Limit-1)) 
            fprintf('\n = %d %d %d %d \n\n',pinak(j,Limit-2)-
1,pinak(j,Limit-1)-1,pinak(j,Limit)-1,pinak(i,Limit)-1); 
        end 
        end 
    end 
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
fprintf('\nmin = %3d\n',g(1)); 
fprintf('\n---------------\n'); 
 
 
 
4) Κώδικας για το πρόβληµα αντικατάστασης στον αεροπορικό στόλο µε την χρήση 
ενοικίασης 
 
clear all 
clc 
  
T = 10;     %years total 
Limit = 3;  %how many years we can lease the equipment 
t = [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11]; 
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z = zeros(T + 1, Limit + 1); 
tr = zeros(T + 1, Limit + 1); 
pinak = zeros(T + 1, Limit + 1); 
pinak2 = zeros(T + 1, Limit + 1); 
  
c = zeros(1,T + 1); 
g = zeros(1,T + 1); 
  
m = 5 + 4*t; 
e = 4.15 - 0.127*t; 
  
for i=1:1:Limit 
   c(i) = sum(m(1:i)) + e(i); 
end     
  
g(T+1) = 0; 
  
for j=T:-1:1 
    min = 1000000; 
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= T + 1) 
            g(j) = c(i) + g(i + j); 
            z(j,i) = g(j); 
             
            if( g(j) <= min ) 
            min = g(j);             
            end 
        end 
        minA(j) = min; 
    end 
     
    g(j) = min; 
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
fprintf('\nmin = %3d\n',g(1)); 
fprintf('\n---------------\n'); 
  
for j=1:T     
    for i=1:Limit 
        if((i+j)<= (T + 1) )             
            if( z(j,i) == minA(j) ) 
               fprintf('\n(j,i) = (%d, %d)\n',j-1,i-1);           
               tr(j,i) = j + i; 
            end 
        end         
    end     
end 
  
u=1; 
v=1; 
for j=1:T   
    for i=1:Limit 
        for p=1:T 
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            if( tr(j,i) == p && tr(j,i) ~= 0) 
                for b=1:Limit 
                    if( tr(p,b) ~= 0) 
                    fprintf('\n = %d %d %d\n',j-1,tr(j,i)-1,tr(p,b)-1); 
                    pinak(u,v) = j; 
                    pinak(u,v+1) = tr(j,i); 
                    pinak(u,v+2) = tr(p,b); 
                    u = u + 1;                     
                    end 
                end 
            end         
        end 
    end     
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
  
u=1; 
v=1; 
  
for j=1:T+1 
    for i=1:T+1 
        if(i ~= j) 
        if(pinak(j,Limit-1) == pinak(i,Limit-2) &&  pinak(j,Limit)== 
pinak(i,Limit-1)) 
            fprintf('\n = %d %d %d %d \n\n',pinak(j,Limit-2)-
1,pinak(j,Limit-1)-1,pinak(j,Limit)-1,pinak(i,Limit)-1); 
            pinak2(u,v) = pinak(j,Limit-2); 
            pinak2(u,v+1) = pinak(j,Limit-1); 
            pinak2(u,v+2) = pinak(j,Limit); 
            pinak2(u,v+3) = pinak(i,Limit); 
            u = u + 1;   
        end 
        end 
    end 
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
  
for j=1:T+1 
    for i=1:T+1 
        if(i ~= j) 
        if(pinak2(j,Limit) == pinak2(i,Limit-2) &&  pinak2(j,Limit+1)== 
pinak2(i,Limit-1)) 
            
            if(pinak2(j,Limit-2) - 1 == 0)fprintf('\n = %d %d %d %d %d 
%d \n\n',pinak2(j,Limit-2)-1,pinak2(j,Limit-1)-1,pinak2(j,Limit)-
1,pinak2(j,Limit+1)-1,pinak2(i,Limit)-1,pinak2(i,Limit+1)-1); end 
        end 
        end 
    end 
end 
  
fprintf('\n---------------\n'); 
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