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Περίληψη-Εισαγωγή 

 

Η επιστήμη του Χάους και της Πολυπλοκότητας αναπτύσσεται ραγ α α τις 

τελευτα ες  εκαετ ες τόσο σε θεωρητικό όσο και σε πρακτικό επ πε ο.  εγάλη συμ ολή για 

την ανάπτυ η της ν ας αυτής επιστήμης προήλθε από τους ηλεκτρονικ ς υπολογιστ ς κ θόσον 

οι μη γρ μικ ς ε ισώσεις που υπεισ ρ οντ ι στην μελ τη τ ς πολυπλοκότητ  μόνο με 

ισ υρή υπολογιστική  ύεαμη μπορούσαν ν’αντιμετωπιστούν. Αν θ λαμε να 

συμπηκνώσουμε τα κα ρια  αρακτηριστικά της επιστήμης της πολυπλοκότητος θα λ γαμε ότι 

η πολυπλοκότητα σημα νει τρ α κυρ ως πράγματα:  η γραμμικότητα, στο αστικότητα και 

μη αναγωγικότητα. Η μηγρμμικότητα ε ναι το κυρ αρ ο στοι ε ο της φύσης σε όλα τα 

επ πε α της φυσικής πραγματικότητας με κύριες συν πειες το  άος και την αυτοοργάνωση. Η 

στο αστικότητα γ νεται εν γ νει ι ιότητα των μη γραμμικών συστημάτων λόγω της  ύναμης 

αστάθειας (ευαισθησ α ως προς τις αρ ικ ς συνθήκες) και αποτελε  τη γ φυρα μετα ύ 

συντηρητικών και καταναλισκόντων συστημάτων. Τα στο αστικά  υναμικά συστήματα με 

την  ννοια των  αρκο ιανών  ια ικασιών αποτελούν το ν ο «ζωολογικό κήπο» της 

επιστήμης, αφού σε αυτά περι  ονται όλα τα μοντ λα που  ρειάζεται κανε ς για να 

περιγράψει την φυσική πραγματικότητα στην πολυπλοκότητά της, ε τε πρόκειται για 

 ημιουργ α ν ων μορφών (patterns) ε τε για φράκταλ φυσικ ς  ομ ς, ε τε για τη  ύναμη των 

πληθυσμών, ε τε πρόκειται για πολύπλοκες λειτουργ ες σε επ πε ο οικολογ ας, οικονομ ας, 

τε νικής νοημοσύνης κλπ. Τα κυτταροει ή αυτόματα (νετερμινιστικά ή στο αστικά) στη 

γενικότητά τους αποτελούν την ψηφιακή εκ ο ή των  υναμικών συστημάτων όπου ο  ώρος 

και ο  ρόνος γ νονται  ιακριτά σύνολα σημε ων και στιγμών, ενώ ο  υναμικός νόμος γ νεται 

αλγόριθμος. Στη θεωρ α της πολυπλοκότητος  επερνι ται ο κλασσικός αναγωγισμός και 

ανα εικνύεται η ευρηματικότητα της φύσης να  ρησιμοποιε  σε κάθε περιο ή φυσικών 

φαινομ νων τον αντ στοι ο «αλγόριθμο» και την «κατάλληλη  υναμική»  ωρ ς να ε ναι 

 υνατόν οι  υναμικ ς υψηλότερου επιπ  ου να ανα θούν σε κάποιες ή κάποια θεμελιώ η 

 υναμική  αμηλότερου επιπ  ου. Στην εργασ α αυτή θα παρουσιάσουμε τις  ασικ ς αρ  ς 

και τα  ασικά μαθηματικά μοντ λα που  ρησιμοποιούμε σήμερα για να περιγράψουμε τα 

πολύπλοκα συστήματα και την α ιοπο ησή σε προ λήματα ανάλυσης και μοντελοπο ησης 

σωμάτων που προ ρ ονται από πολύπλοκες  ιεργασ ες. 

 

Μη Γραμμικά Ντετερμινιστικά Δυναμικά Συστήματα (Ν.Δ.Σ.) 

 

Η  ύναμη ενός ντετερμινιστικού  υναμικού συστήματος καθορ ζεται στο  ώρο 

φάσης ή  ώρο καταστάσεων Κ(x), ο οπο ος μπορε  να ε ναι πεπερασμ νης  ιάστασης (Rn) ή 

απειρο ιάστατος συναρτησιακός  ώρος Hilbert. Οι στιγμια ες καταστάσεις X(t) του 
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συστήματος αντιστοι ούν σε σημε α του  ώρου καταστάσεων Χ και καθορ ζονται από το 

Δυναμικό Nόμο St 

KKSt 
 

ο οπο ος πα ρνει τη μορφή  ιαφορικών ε ισώσεων (συνήθων ή με μερικ ς παραγώγους) 

)),((
)(

txF
dt

txd 


 

Εάν το σύστημα ε ναι συνε ώς απλωμ νο στο  ώρο τότε η κατάσταση Χ ε ναι  ωρο ρονική 

συνάρτηση Χ (τ,t). Οι ποσότητες Χ που ορ ζουν την κατάσταση μπορε  να ε ναι θ σεις και 

τα ύτητες σωμάτων, πε  α τα υτήτων, πυκνότητος, θερμοκρασιών και μ τρα άλλων υλικών 

καταστάσεων (συνε ή μ σα), συγκεντρώσεις  ημικών ουσιών, μ τρα πληθυσμών (κυττάρων, 

οργανισμών, κλπ),  ε κτες  ρηματιστηρ ου και εν γ νει κάθε ποσότητα που εκφράζεται με 

ακ ραιους ή πραγματικούς αριθμούς που ορ ζεται σε  να σημε ο του  ώρου ή σε ολόκληρες 

 ωρικ ς περιο  ς. 

 

Η  μη γραμμικότητα αναφ ρεται στον μη γραμμικό  αρακτήρα της συνάρτησης F(x) -(πε  ο 

ροής στο  ώρο καταστάσεων)-, ενώ η παράμετρος λ  αρακτηρ ζει την ε άρτηση του 

συστήματος από το περι άλλον. Για ορισμ νες περιπτώσεις αρκε  να υπολογ ζονται οι 

ποσότητες x σε  ιακριτά  ρονικά σημε α t1, t2, …tn, οπότε μιλάμε για  ιακριτά στο  ρόνο 

συστήματα και ο  υναμικός νόμος πα ρνει τη μορφή απεικόνισης (map):\ 

 

),(1 nn xFX   

 

Τα  υναμικά συστήματα μπορε  να ε ναι αντιστρεπτά ή μη αντιστρεπτά στο  ρόνο. Το 

σύνολο των καταστάσεων του συστήματος στην ροή του  ρόνου αντιστοι ε  στη  υναμική 

τρο ιά του συστήματος στο  ώρο καταστάσεων ενώ μια τρο ιά ποτ   εν κό ει τον εαυτό της 

και ορ ζεται πλήρως, προς το μ λλον ή το παρελθόν, από μια αρ ική κατάσταση X0. Χαοτική 

 υναμική   ουμε όταν  ύο άπειρα γειτονικ ς τρο ι ς, σε περιο ή απειριστής ακτ νος,  τσι 

ώστε το αρ ικό σφάλμα  , (ακτ να αρ ικής περιο ής), ν’αυ άνει εκθετικά. Στην περ πτωση 

αυτή το σύστημα  ιαθ τει  ναν ή περισσότερους  αοτικούς ελκυστ ς, γεννά πληροφορ α και 

εντροπ α. Η  υναμική στο  ώρο καταστάσεων μπορε  να εκφραστε  και με την  ρονική 

μετα ολή ενός όγκου καταστάσεων, ο οπο ος μετασ ηματ ζεται  ιαρκώς στον  ρόνο, και στα 

μεν συντηρητικά ( αμηλότονα) συστήματα αλλάζει σ ήμα, ό ι όμως μ τρο. Ενώ στα 

καταναλ σκοντα (dissipative) συστήματα μπορε  να ελαττώνεται (ή και ν’αυ άνεται). Στην 

περ πτωση των καταναλισκόντων συστημάτων μπορούμε να   ουμε την ύπαρ η ελκυστών 

στον  ώρο καταστάσεων, οι οπο οι  εσμεύουν όλες τις τρο ι ς που πλησιάζουν την περιο ή 

 λ ης των. Οι ελκυστ ς μπορε  να ε ναι ευσταθε ς (οριακό σημε ο, οριακός κύκλος, οριακός 
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τόρος) ή ασταθε ς με ευαισθησ α στις αρ ικ ς συνθήκες και θετικούς εκθ τες Λιαπούνοφ 

(παρά ενος ελκυστής). Οι ελκυστ ς στα καταναλ σκοντα συστήματα προκύπτουν από τη 

 υνατότητα ελάττωσης του όγκου καταστάσεων και επομ νως ελάττωση των  αθμών 

ελευθερ ας (αναγωγή της  ιάστασης),  υναμικό γεγονός που παρουσιάζεται ως 

αυτοοργάνωση και ανάπτυ η  ωρο ρονικών συσ ετ σεων και συντονισμών, κεντρικό θ μα 

της  αοτικής  υναμικής και της Θεωρ ας της Πολυπλοκότητος (Θ.Π.).Ένα γενικό σενάριο 

συμπεριφοράς όλων των καταναλισκόντων μη γραμμικών  υναμικών συστημάτων συν  εται 

με την μετα ολή της τοπολογ ας των τρο ιών (λύσεων) μ σα στο  ώρο καταστάσεων όταν 

μετα άλλεται η παράμετρος ελ γ ου λ. Για μερικ ς τιμ ς του λ το σύστημα μ νει σε 

κατάσταση ισορροπ ας (οριακό σημε ο) ενώ αυ άνοντας στα ιακά τις τιμ ς του λ η 

τοπολογ α των λύσεων από οριακό σημε ο σε οριακό κύκλο, σε οριακό τόρο και μετά σε 

παρά ενο ελκυστή.Το γενικό αυτό σενάριο   ει επι ε αιωθε  σε  ιαφορετικ ς κατηγορ ες 

καταναλισκόντων συστημάτων, με πεπερασμ νους ή άπειρους  αθμούς ελευθερ ας, όπως οι 

ταλαντωτ ς (μη ανικο  ή κεντρικο ), τα ρευστά, συστήματα  ημικών αντι ράσεων, 

οικολογικούς πληθυσμούς κλπ. Η καθολικότητα αυτή του  άους ε ναι κεντρικό γνώρισμα της 

μη γραμμικής  υναμικής. Η γνώση αυτή αναπτύ θηκε ταυτό ρονα και από αντ θετες 

κατευθύνσεις: α) από την τά η στο  άος (λ γοι  αθμο  ελευθερ ας) και  ) από το  άος 

(άπειροι  αθμο  ελευθερ ας) στην τά η (αυτοοργάνωση, συσ ετ σεις και συντονισμο  

μεγάλης κλ μακας). Έτσι ε ναι εντυπωσιακό και ανε ήγητο στα όρια της κλασσικής και 

αναγωγικής επιστήμης να  λ πει κανε ς  ια ικασ ες σε  ιαφορετικά και απομακρυσμ να 

σημε α του  ώρου να συντον ζονται και να συσ ετ ζονται, ενώ η εμ  λεια των  υναμικών 

αλληλεπι ράσεων (μεταφορά ύλης και εν ργειας) να μ νει περιορισμ νη τοπικά  τσι ώστε ο 

παρατηρούμενος  ωρο ρονικός συντονισμός να μην ε ηγε ται κλασσικά. Όπως και στα 

κ αντικά συστήματα, τα πολύπλοκα συστήματα εμφαν ζουν ισ υρό ολιστικό και μη 

αναγωγικό  αρακτήρα , όπου το όλον καθορ ζει το μ ρος και  εν ε ηγε ται από αυτό. 

 

Στοχαστικές διαδικασίες 

 

Στο αστική  ια ικασ α   ουμε όταν τα φυσικά μεγ θη ε ναι τυ α ες μετα λητ ς και 

κάθε στιγμή πα ρνουν τιμ ς με τυ α ο τρόπο μ σα από  να σύνολο  υνατών τιμών. Έτσι για 

κάθε τυ α α μετα λητή X(t) ορ ζεται μια πυκνότητα πιθανότητος Ρ(x,t), όπου ρ(x,t) dx ε ναι 

η πιθανότητα Ρ(x, x + Δx j t) η μετα λητή x να πάρει την στιγμή tτιμ ς στο  ιάστημα (x, x + 

dx), Ρ(x, x+ Δx j t)=ρ(x,t)dx. Για κάθε τυ α α μετα λητή ορ ζουμε τη μ ση τιμή E(x)= < x > 

και την  ιασπορά     σ
2
(x)= < ( x - < x > )

2
 > από τη μ ση τιμή. Αντ στοι α ορ ζουμε 

συναρτήσεις τυ α ων μετα λητών και μ σες τιμ ς και αποκλ σεις συναρτήσεων, καθώς και 

συσ ετ σεις σ(x1,x2) τυ α ων μετα λητών ως προς  ε κτες ποσοτικούς (μ σες τιμ ς 
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γινομ νων τυ α ων μετα λητών), που  ε  νουν το  αθμό συσ  τισης  ύο τυ α ων 

μετα λητών στο  ώρο και στο  ρόνο: 

σ(x1,x2)=<x1 x2> 

 ια στο αστική  ια ικασ α υπο ηλώνει μια κατάσταση όπου για κάθε στιγμή t το μ γεθος x 

(τυ α α μετα λητή) πα ρνει τυ α ες τιμ ς  τσι που να μπορούμε να μιλάμε για την 

πιθανότητα Ρ (x(t)) πραγματοπο ησης μιας ολόκληρης τρο ιάς μ σα στον  ώρο των  υνατών 

καταστάσεων. 

)())(())(( txtxtXp     

Όπου XΓ(t) η τρο ιά στον  ώρο καταστάσεων που εντοπ ζεται σε κάθε σημε ο της με εύρος 

Δx(t)=Π dx(t) το συνολικό  ιαφορικό εύρος της τρο ιάς. Ε ώ   ουμε αντ στοι η εικόνα με τα 

ολοκληρώματα  ρόμου (path integrals) του Φ ϊμαν στην Κ.Θ. με μόνη  ιαφορά ότι στην 

κ αντική πιθανοκρατ α   ουμε πλάτη πιθανότητος και συμ ολή πλατών. Αντ στοι α στη 

 αοτική  υναμική οι φυσικ ς καταστάσεις παράγονται  ιαρκώς με πιθανοκρατικό τρόπο. Από 

την άποψη αυτή η θεωρ α της πολυπλοκότητας μπορε  να θεωρηθε  ως γενικευμ νη κ αντική 

θεωρ α.  ια στο αστική  ια ικασ α μπορε  να περιγράφει  να φυσικό σύστημα με λ γους 

 αθμούς ελευθερ ας ή με άπειρους  αθμούς ελευθερ ας, πε  ο όπου οι τυ α ες μετα λητ ς 

ορ ζονται σε κάθε σημε ο του  ώρου και σε κάθε  ρονική στιγμή. Η στο αστικότητα των 

πολύπλοκων φυσικών συστημάτων όπως και στα κ αντικά συστήματα ε ναι ευγεν ς 

 υναμικό στοι ε ο και ό ι υποκειμενική α υναμ α παρατήρησης. Αυτό ε ναι και η 

πεμπτουσ α της  αοτικής  υναμικής. Όταν η πιθανότητα περάσματος από μια κατάσταση σε 

άλλη ε αρτάται μόνο από την αρ ικήκαι την τελική στιγμή τότε   ουμε  αρκο ιαν ς 

στο αστικ ς  ια ικασ ες σύμφωνα με τη σ  ση 

 ')','()','/.()( dxtxptxtxwtxp
 

όπου w(x,t/x,t) η πιθανότητα μετά ασης σε μ α  αρκο ιανή  ια ικασ α απο εικνύεται ότι η 

πυκνότητα πιθανότητας P(x,t) ικανοποιε  ε  σωση τύπου Φοκκερ Πλανκ 

)],(),([
2

1
)],(),([

),(
2

2

0 txptxD
x

txptxF
xt

txp















 

Η ποσότητα F(x,t)περιγράφει την τα ύτητα μετα ολής ως την μ ση τιμή της  ιαφοράς  ύο 

γειτονικών στο  ρόνο μετα λητών 

t

txttx
txF

t 






)()(
lim),(

0
 

Ενώ η ποσότητα περιγράφει την  ιά υση  ιασπορά από την μ ση τιμή από την μ ση τιμή της 

μετα λητή ς   

t

txttx
txD

t 






2

0

)]()([
lim),(
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Για κάθε ε  σωση πυκνότητας πιθανότητας Φόκκερ Πλάνκ αντιστοι ε  μια στο αστική 

 ιαφορική ε  σωση 

)()( twxF
dt

dx


 

Όπου w(t) λευκός θόρυ ος. 

Συνοψ ζοντας   ουμε τα ακόλουθα: 

Για  αοτικά ντετερμινιστικά συστήματα με λ γους ή άπειρους  αθμούς ελευθερ ας μπορούμε 

να αντιστοι  σουμε  αρκο ιαν ς στο αστικ ς  ια ικασ ες που περιγράφονται ε τε από 

ε ισώσεις ΦΠ που αφορούν την πυκνότητα πιθανότητας ε τε στο αστικ ς  ιαφορικ ς 

ε ισώσεις, που αφορούν τυ α ες μετα λητ ς . 

 

Η θερμοδυναμική της πολυπλοκότητας  

 

Η θερμο υναμική περιγραφή της πολυπλοκότητας ο ηγε  σε μια ενοποιημ νη θεωρ α 

 ια ικασιών  ημιουργ ας μορφών κοντά σεισορροπ α ή μακριά από θερμο υναμική 

ισορροπ α. Σε  να θερμο υναμικό σύστημα   ουμε παραγωγή εντροπ ας από μη αντιστρεπτ ς 

 ια ικασ ες όπως μεταφορά θερμότητας,  ιά υση ύλης και ορμής,  ημικ ς αντι ράσεις κλπ. 

Εν γ νει ορυθμός παραγωγής εντροπ ας των μη αντιστρεπτών  ια ικασιών περιγράφεται από 

τη γενική σ  ση 


i

iiS xy
 

όπου τα yiε ναι οι ρο ς και τα xi οι θερμο υναμικ ς  υνάμεις. Απο εικνύεται ότι κοντά σε 

θερμο υναμική ισορροπ α   ουμε ελά ιστο ρυθμό παραγωγής εντροπ ας, ενώ μακριά από 

θερμο υναμικής ισορροπ ας   ουμε τη  υνατότητα παραγωγής αρνητικής εντροπ ας 

( ημιουργ α τά ης και αυτοοργάνωσης) σύμφωνα με το θεώρημα Γκλασντορφ του 

Πριγκοζ ν. Η ελεύθερη εν ργεια  F ενός θερμο υναμικού συστήματος περιγράφει την 

 υνατότητα του συστήματος να παράγει  να μακροσκοπικό αποτ λεσμα και επομ νως να 

περάσει σε καταστάσεις αυτοοργάνωσης. Η  ια ικασ α αυτοοργάνωσης πριγράφεται από τη 

 υναμική των παραμ τρων τά ης οι οπο ες ο ηγούν εν γ νει το σύστημα στην κατάσταση 

μακροσκοπικής τά ης και ικανοποιούν στο αστικ ς  ιαφορικ ς ε ισώσεις που συν  ονται με 

αντ στοι ες ε ισώσεις Φωκκερ Πλανκ πυκνότητας πιθανότητας. Η ελεύθερη εν ργεια 

(θερμο υναμικό  υναμικό) εκφράζεται ως συνάρτηση των παραμ τρων τά ης και για 

καταστάσεις σταθερ ς ελα ιστοποιε ται. Η  ια ικασ α αυτή ελα ιστοπο ησης του 

θερμο υναμικού  υναμικού αντιστοι ε σε  ια ικασ α σπασ ματος συμμετρ ας και  ημιουργ α 

τά ης μ σω μακροσκοπικών συσ ετ σεων των παραμ τρων τά ης. Οι παράμετροι τά ης 

ικανοποιούν εν γ νει μη γραμμικ ς στο αστικ ς  ιαφορικ ς ε ισώσεις συνήθως ή με μερικ ς 

παραγώγους αναλόγως εάν το σύστημα ε ναι με λ γους ή άπειρους  αθμούς ελευθερ ας 
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(απλωμ νο στο  ώρο). Τις ε ισώσεις αυτ ς θα τις  αρακτηρ σουμε ε ισώσεις τύπου 

Λανταου-Γκινζμπουρκ αφού για πρώτη φορά  ρησιμοποιούνται από τους Λανταου-

Γκινζμπουρκ για την περιγραφή φαινομ νων αλλαγής φάσης όπου για πρώτη φορά 

 ιαπιστώθηκε η  υνατότητα αυτομάτου σπασ ματος συμμετρ ας και  ημιουργ ας τά ης από 

το  άος. 

 

Μορφοκλασματικά αντικείμενα ή δομές Φράκταλ 

 

Οι  ομ ς φράκταλ εμφαν ζονται παντού γύρω μας τόσο ως γεωμετρικ ς  ομ ς όσο 

και ως  υναμικ ς  ια ικασ ες. Χαρακτηριστικό τους γνώρισμα ε ναι η αυτοομοιότητα 

(απουσ α  αρακτηριστικής κλ μακας) όσο και η κλασματική τους  ιάσταση.Κατανομ  

γαλα ιών, αστεροει ών, ακτογραμμ ς, όργανα φυτών ή ζώων,   κτυα ποταμών, ρ γματα στα 

στερεά ή στον φλοιό της γης,  ιά οση ηλεκτρικών εκκενώσεων στην ατμόσφαιρα, επιφάνειες 

στερεών,  ιά υση υγρών, πολυμερής  ομή DNA-RNA στα κύτταρα, η τύρ η των υγρών, 

φυσικά σήματα θορύ ου, ιατρικά σήματα, αστική ανάπτυ η, λύσεις μη γραμμικών 

ε ισώσεων, παρά ενοι ελκυστ ς και  αοτική  υναμική φυσικών  ια ικασιών σε όλα αυτά και 

σε πολλά άλλα η γεωμετρ α των φράκταλ ε ναι παρούσα.. Η κλασματική  ιάσταση κύριο, 

 αρακτηριστικό των φρακταλ, ε ναι το ν ο μαθηματικό εύρημα προκειμ νου να  αρακτηρ σει 

σύνολα σημε ων τα οπο α π. .  ε μπορούν να γεμ σουν μια επιφάνεια ενώ περισσεεύουν όταν 

τα στοι ά ουμε σε μια ευθε α ή το αντ στοι ο μετα ύ επιφάνειας και τρισ ιάστατου  ώρου. 

Η κλασματική  ιάσταση ορ ζεται από την ε  σωση 





 1
ln

)(ln
lim

0

N
D




 

Όπου Ν(ε) το πλήθος περιο ών  ιάστασης ε που  ρειάζεται για να καλύψουμε το σύνολο των 

σημε ων ενός αντικειμ νου φράκταλόταν το εμ απτ ζουμε σε  ώρους Rn υψηλότερης 

 ιάστασης από την αμ σως υψηλότερη ακ ραιη  ιάσταση της κλασματικής του  ιάστασης. 

Από γεωμετρικής απόψεως τα φράκταλ αντικε μενα προκύπτουν από επαναληπτικ ς 

 ια ικασ ες- απεικον σεις.Το κα ριο όμως πρό λημα ε ναι η φυσική ερμηνε α των φράκταλ 

 ομών.  ερικο  από τους μη ανισμούς που   ουν προταθε  ε ναι: η εναπόθεση 

περιορισμ νης  ιά υσησDLA(diffusion-limited aggregation ), η  ια ικασ α ενεργών 

περιπατητών AWM (active- walker model), αυτοοργανούμενη κριτικότητα  SOC (self-

organised criticality) και μοντ λα κυτταροει ών αυτομάτων (cellular automata). Οι 

μη ανισμο  αυτο  που  ε μπορούμε ε ώ να του περιγράψουμε αναλυτικότερα   ουν προ λθει 

ως γεν κευση από τη  ασική ι ιότητα που παρουσιάζουν οι μη γραμμικ ς  ιαφορικ ς 

ε ισώσεις με μερικ ς παραγώγους να περι  ουν λύσεις που αντιστοι ούν σε  ομ ς μιας 

ισορροπ ας.  
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Μοντελοποίηση και πρόβλεψη τυχαίων σημάτων 

 

Η θεωρ α  άους και πολυπλοκότητας μας άνοι ε το  ρόμο σε ν ες μεθό ους 

ανάλυσης μοντελοπο ησης και πρό λεψης σημάτων. Τα τυ α α σήματα  (t) με συνε  ς 

φάσμα ισ ύος  


 dwectx iwt

w)(
 

Και γρήγορη απόσ εση της  ρονικής των αυτοσυσ  τισης 

dtecdtrtxtx
T

g iwt

T

w
T



  

2

0

)()(
1

lim)(

 

Πριν την ανάπτυ η της θεωρ ας του  άους και της πολυπλοκότητας εν γ νει εντοπ ζονταν με 

θόρυ ο απε ρου  ιάστασης. Η  υναμική των παρά ενων ελκυστών μας άνοι ε  ναν καινούριο 

 ρόμο προκειμ νου να μπορούμε να  ιακρ νουμε το θόρυ ο από το ντετερμινιστικό  άος 

λ γων  αθμών ελευθερ ας. Αυτό σημα νει ότι σήματα  αοτικά  ( με τυ α ο  αρακτήρα ) που 

απορρ ουν από ντετερμινιστική  υναμική λ γων  αθμών ελευθ ρας  ιακρ νονται από 

καθαρώς στο αστικά σήματα  (θόρυ ος ) που ε ναι ε τε λευκός ε τε  γ ρωμος. Για το σκοπό 

αυτό στηριζόμενοι στο θεώρημα του Takens το οπο ο μας λ ει  ότι κάθε  υναμική που 

παράγει σήμα  (t)  ιάστασης D (κλασματικής ή ακ ραιης) μπορε  να εμ απτιστε  επαρκώς σε 

 ώρο Rd όπου d   2D + 1  άσει της σ  σης  

))(),...,(),(()(  dtxtxtxtx 


 

Όπου το ο  ρόνος  ειγματοληψ ας του σήματος,. Έτσι, α ιοποιώντας ικανό αριθμό 

μετρήσεων ενός μεγ θους στον επανακατασκευασμ νο  ώρο των φάσεων,  ημιουργούμε 

τοπολογικά ισο ύναμη με την πραγματική τρο ιά        η οπο α μας επιτρ πει να 

υπολογ σουμε γεωμετρικά και  υναμικά  αρακτηριστικά της  υναμικής που παράγει το 

παρατηρούμενο σήμα. Δηλα ή υπολογ ζουμε στην  ιάσταση D του ελκυστή, του εκθ τες 

Λιαπούνοφ λj,  άσει της σ  σης 

),exp()( tect
j

jj  


 

Όπου  ξ  η απόσταση γειτονικών τρο ιών, αλλά και πολύ περισσότερο να προ λ ψουμε 

μελλοντικ ς τιμ ς x (t+T) του σήματος S.  

))(()( txFtx T 
  

Όπου F η συνάρτηση πρό λεψης (predictor function) η οπο α υπολογ ζεται στον 

ανακατασκευασμ νο  ώρο καταστάσεων με ν τυ α ες μετα λητ ς. 
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