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Υπολογιστική Μηχανική Ρευστών
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Δ.4. Διάρθρωση Παρουσίασης (α)

1. Εισαγωγή στις Διαφορικές Εξισώσεις με Μερικές Παραγώγους

Partial Differential Equations – PDEs

• Τύποι εξισώσεων PDEs

• Τάξη, γραμμικές και μη γραμμικές εξισώσεις

• Ελλειπτικές

• Παραβολικές

• Υπερβολικές

2. Μέθοδος πεπερασμένων διαφορών (Finite Differences Method)

• Επανάληψη εννοιών

3. Χωρική Διακριτοποίηση – Κάνναβος και Πλέγμα

• Έκκεντροι κάνναβοι

• Δομημένα πλέγματα

• Αδόμητα πλέγματα

• Αρχικές και οριακές συνθήκες



Δ.4. Διάρθρωση Παρουσίασης (β)

4. Επίλυση ΜΔΕ

• Κριτήριο ευστάθειας (Courant-Firedrichs-Lewy, CFL)

• Κριτήριο ακρίβειας

• Κριτήριο σύγκλισης

5. Τεχνικές αριθμητικής επίλυσης

• Ελλειπτικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές διαφορές

➢ Εξίσωση Laplace

➢ Επαναληπτική μέθοδος Gauss-Seidel για λύση γραμμικού αλγεβρικού συστήματος

διαφορικών εξισώσεων

➢ Προσέγγιση Οριακών Συνθηκών

• Παραβολικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές διαφορές

➢ Εξίσωση διάχυσης

➢ Σχήμα με Εμπρόσθιες στο χρόνο – Κεντρικές στο χώρο διαφορές (Forward in time, 

central in space, FTCS)

➢ Αριθμητικό σχήμα Crank-Nicolson
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Δ.4. Διάρθρωση Παρουσίασης (γ)

5. Τεχνικές αριθμητικής επίλυσης

• Υπερβολικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές διαφορές

➢ Εξίσωση διάδοσης κύματος

➢ Ασταθές σχήμα Euler

➢ Αριθμητικό σχήμα τύπου Godunov

➢ Αριθμητικό σχήμα τύπου Lax

➢ Αριθμητικό σχήμα τύπου Fromm

➢ Αριθμητικό σχήμα Μείωσης Συνολικής Διακύμανσης (ΜΣΔ) – Total Variation 

Diminishing (TVD)
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Συμβολισμοί

Γενικά ισχύει:

∂u/∂t,  ∂2u/∂t2,  ∂3u/∂t3 ut=∂u/∂t,  utt=∂
2u/dt2,   uttt=∂

3u/∂t3 όπου u ≡ u(x,t)

∂u/∂x,  ∂2u/∂x2,  ∂3u/∂x3 ux=∂u/∂x, uxx=∂
2u/∂x2, uxxx=∂

3u/∂x3 όπου u ≡ u(x,t)
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Συμβολισμοί
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Τάξη, γραμμικές και μη γραμμικές εξισώσεις

Πριν γίνει ο χαρακτηρισμός των ειδών των μερικών διαφορικών εξισώσεων ως ελλειπτικές, παραβολικές και

υπερβολικές, χαρακτηρισμός αναγκαίος για την εφαρμογή των αριθμητικών σχημάτων, αξίζει να σημειωθεί ότι

όλες οι μερικές διαφορικές εξισώσεις δεν επιλύονται με την ίδια τεχνική. Τάξη μερικής διαφορικής εξίσωσης

είναι ο βαθμός της μεγαλύτερης μερικής παραγώγου που εμφανίζεται στην εξίσωση. Αριθμός των

μεταβλητών είναι ο αριθμός των ανεξάρτητων μεταβλητών της εξίσωσης, π.χ. η εξίσωση έχει

δύο μεταβλητές x, t και είναι 2ης τάξης.

Οι μερικές διαφορικές εξισώσεις είναι δυνατό να είναι γραμμικές ή μη γραμμικές. Στις γραμμικές εξισώσεις ο

αριθμός των εξαρτημένων μεταβλητών και όλων των αναφερόμενων παραγώγων αυτής εμφανίζονται με

γραμμική μορφή, για παράδειγμα δεν εμφανίζονται πολλαπλασιαζόμενες μεταξύ τους ή δεν εμφανίζονται σε

κάποια δύναμη. Η εξίσωση είναι γραμμική, ενώ η εξίσωση είναι μη γραμμική.
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Τάξη, γραμμικές και μη γραμμικές εξισώσεις

Δ.4.1. Εισαγωγή στις ΔΕΜΠ/ΜΔΕ – PDEs

Άσκηση

Γραμμική

Γραμμική

Γραμμική

Γραμμική

Γραμμική

Μη Γραμμική

Μη Γραμμική
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Τάξη, γραμμικές και μη γραμμικές εξισώσεις
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Άσκηση
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Τύποι εξισώσεων PDEs

Προκειμένου για τη μερική διαφορική εξίσωση 2ης τάξης της μορφής:

όπου οι συντελεστές Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η είναι δυνατόν να είναι συναρτήσεις της εξαρτημένης μεταβλητής u ή όχι.

Εάν Β2-4ΑΓ<0 η εξίσωση είναι ελλειπτικού τύπου

Εάν Β2-4ΑΓ=0 η εξίσωση είναι παραβολικού τύπου

Εάν Β2-4ΑΓ>0 η εξίσωση είναι υπερβολικού τύπου

Να σημειωθεί ότι ο χαρακτηρισμός βασίζεται στους συντελεστές της παραγώγου με τον μεγαλύτερο βαθμό και

μόνο.
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Ελλειπτικές ΜΔΕ – PDEs

Μία διαφορική εξίσωση είναι ελλειπτικού τύπου, εάν ισχύει Β2-4ΑΓ<0 σε κάθε σημείο του πεδίου

ροής. Στο Σχήμα οι οριακές συνθήκες εφαρμόζονται σε θεωρητικά άπειρη απόσταση από το σημείο

των διαταραχών.

Παράδειγμα ελλειπτικών εξισώσεων είναι η εξίσωση Laplace:

Φxx + Φyy=0 ∇2Φ = 0 𝜅𝛼𝜄 ∆Φ = 0

όπου Φ μπορεί να είναι π.χ. η συνάρτηση δυναμικού της ροής και η εξίσωση Poisson:

Φxx + Φyy = 𝑓 ∇2Φ = 𝑓 𝜅𝛼𝜄 ∆Φ = 𝑓

Στο όριο πρέπει να προσδιοριστούν ή οι τιμές της

εξαρτημένης μεταβλητής (Φ) ή η κάθετη προς το όριο

μεταβολή της εξαρτημένης μεταβλητής

ή συνδυασμός των ανωτέρω δύο περιπτώσεων
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Παραβολικές

Μία διαφορική εξίσωση είναι παραβολικού τύπου, εάν ισχύει Β2-4ΑΓ=0 σε κάθε σημείο του χώρου

ροής. Στο Σχήμα δείχνεται η περιοχή επιδράσεων, όπου τα αποτελέσματα των διαταραχών γίνονται

αισθητά σε άπειρη θεωρητικά απόσταση από τον χώρο εισαγωγής αυτών, αλλά μόνο προς τον

κατάντη υπολογιστικό χώρο. Οι εξισώσεις αυτές ονομάζονται παραβολικές.

Παράδειγμα παραβολικής εξίσωσης είναι η εξίσωση διαχύσεως:

όπου ν το κινηματικό ιξώδες και u ταχύτητα ροής.

 1-D

  2-D
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Υπερβολικές

Μια διαφορική εξίσωση είναι υπερβολικού τύπου, εάν ισχύει Β2-4ΑΓ>0 σε κάθε σημείο του χώρου

ροής (Ηoffmann & Chiang, 1993). Στο Σχήμα απεικονίζεται η περιοχή επιδράσεων, όπου τα

αποτελέσματα των διαταραχών γίνονται αισθητά σε άπειρη θεωρητικά απόσταση από τη θέση

εισαγωγής τους, αλλά μόνον κατάντη και μέσα σε συγκεκριμένο χώρο που περικλείεται από

γραμμές προς τα κατάντη (2D, Mach υπερηχητική ροή). Οι εξισώσεις αυτές ονομάζονται

υπερβολικές. Παράδειγμα υπερβολικών εξισώσεων είναι η εξίσωση κύματος δεύτερης τάξης:

   1-D

  

όπου α η ταχύτητα μετάδοσης του κύματος, ενώ οι αρχικές συνθήκες είναι δυνατόν να έχουν τη

μορφή

Άλλο παράδειγμα είναι η εξίσωση

κύματος πρώτης τάξης, εξίσωση

χρώματος ή εξίσωση του Burgers:
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Πρόβλημα αρχικών τιμών

Δοθέντων πραγματικών αριθμών x0, y0, …, yn-1 η εύρεση μιας λύσης της διαφορικής εξίσωσης (στα

προηγούμενα) που ικανοποιεί τις συνθήκες

καλείται πρόβλημα αρχικών τιμών ΠΑΤ και οι παραπάνω σχέσεις καλούνται αρχικές συνθήκες.

Πρόβλημα οριακών τιμών
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Πρόβλημα οριακών τιμών (συνθηκών)
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Πρόβλημα οριακών τιμών (συνθηκών)
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Πρόβλημα οριακών τιμών (συνθηκών)

Ακριβώς, σε ένα πρόβλημα μικτής οριακής τιμής, η λύση απαιτείται για να ικανοποιήσει μια

συνοριακή συνθήκη Dirichlet ή Neumann με αμοιβαία αποκλειστικό τρόπο σε ασύνδετα μέρη του

ορίου.

Δ.4.1. Εισαγωγή στις ΔΕΜΠ/ΜΔΕ – PDEs
Υπολογιστική Μηχανική Ρευστών
Δ.4. Διαφορικές Εξισώσεις με 
Μερικές Παραγώγους (PDEs)



Πρόβλημα οριακών τιμών (συνθηκών)

Οι οριακές συνθήκες Robin είναι ένας σταθμισμένος συνδυασμός οριακών συνθηκών Dirichlet και

οριακών συνθηκών Neumann. Αυτό έρχεται σε αντίθεση με τις μικτές οριακές συνθήκες, οι οποίες

είναι οριακές συνθήκες διαφορετικών τύπων που καθορίζονται σε διαφορετικά υποσύνολα του

ορίου. Οι οριακές συνθήκες Robin ονομάζονται επίσης οριακές συνθήκες σύνθετης αντίστασης,

από την εφαρμογή τους σε ηλεκτρομαγνητικά προβλήματα, ή συνοριακές συνθήκες συναγωγής,

από την εφαρμογή τους σε προβλήματα μεταφοράς θερμότητας (Hahn, 2012).
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Πρόβλημα οριακών τιμών (συνθηκών)

Για μερικές διαφορικές εξισώσεις, οι οριακές συνθήκες Cauchy καθορίζουν τόσο τη συνάρτηση όσο

και την εγκάρσια παράγωγο στο όριο. Για να κάνετε τα πράγματα απλά και συγκεκριμένα, σκεφτείτε

μια διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης στο επίπεδο:

Παρατηρήστε τη διαφορά μεταξύ μιας οριακής συνθήκης Cauchy και μιας οριακής συνθήκης Robin.

Στην πρώτη, καθορίζουμε και τη συνάρτηση και την εγκάρσια κλίση/παράγωγο. Στη δεύτερη,

προσδιορίζουμε έναν σταθμισμένο μέσο όρο των δύο. Θα θέλαμε οι οριακές συνθήκες να

διασφαλίζουν ότι υπάρχει ακριβώς μία (μοναδική) λύση, αλλά για μερικές διαφορικές εξισώσεις 2ης

τάξης, δεν είναι τόσο απλό να διασφαλιστεί η ύπαρξη και η μοναδικότητα όσο για τις συνήθεις

διαφορικές εξισώσεις. Τα δεδομένα τύπου Cauchy είναι πιο σχετικά με προβλήματα υπερβολικών

ΜΔΕ (π.χ. η εξίσωση κύματος) σε ανοιχτά πεδία (για παράδειγμα, επερχόμενοι κυματισμοί από την

ανοιχτή θάλασσα).
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Δ.4.2. Μέθοδος πεπερασμένων διαφορών

Επανάληψη εννοιών

Η αρχή των μεθόδων πεπερασμένων διαφορών είναι η ίδια για τις ΜΔΕ όπως και για τις ΣΔΕ, ωστόσο οι ΜΔΕ

είναι πιο πολύπλοκες στην επίλυση από τις ΣΔΕ, επειδή η άγνωστη συνάρτηση που πρέπει να προσδιοριστεί

διαφοροποιείται τόσο ως προς το χρόνο όσο και ως προς το χώρο (σύνθετη συνάρτηση μικτών συντεταγμένων

στο χώρο και το χρόνο). Τα όρια, και οι συνθήκες που πρέπει να πληρούν οι λύσεις στα όρια, έχουν σημαντική

επίδραση στη λύση μιας ΜΔΕ. Η επιρροή των συνοριακών συνθηκών στη λύση των ΜΔΕ είναι πολύ σημαντική

επειδή μια ΜΔΕ μπορεί να έχει λύσεις για ένα συγκεκριμένο σύνολο συνοριακών συνθηκών και μπορεί να είναι

ανεπίλυτη για ένα άλλο σύνολο.

Λόγω της ιδιαίτερης σημασίας των υπερβολικών και παραβολικών εξισώσεων στη ρευστοδυναμική, δίνεται

έμφαση σε αυτά τα δύο είδη εξισώσεων. Η αρχή της προσέγγισης ΜΠΔ–FDM αποδεικνύεται σε 1-D τύπους

εξισώσεων, η οποία μπορεί να επεκταθεί και για 2-D και 3-D. Στην περίπτωση των ΜΔΕ, το 1-D αναφέρεται

αυστηρά στη συνιστώσα του χώρου, η ανεξάρτητη μεταβλητή χρόνου είναι η δεύτερη ανεξάρτητη μεταβλητή ως

προς την οποία ορίζεται η άγνωστη συνάρτηση.
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Δ.4.2. Μέθοδος πεπερασμένων διαφορών

ΜΠΔ για ΜΔΕ πρώτης τάξης

Η λύση μιας ΜΔΕ δεν μπορεί να προσδιοριστεί αναλυτικά, εάν η ΜΔΕ ορίζεται σε ένα πεπερασμένο πεδίο. Οι

αριθμητικές μέθοδοι προσδιορίζουν μια λύση μιας ΜΔΕ αντικαθιστώντας τις συνεχείς παραγώγους άγνωστης

συνάρτησης με διακριτές προσεγγίσεις της. Η λύση βρίσκεται σε έναν αριθμό σημείων πλέγματος

διακριτοποίησης στο χώρο και στο χρόνο. Η αριθμητική λύση μιας συνάρτησης u(x,t), που μεταβάλλεται στο

μονοδιάστατο χώρο και στο χρόνο, προσδιορίζεται στα σημεία του πλέγματος xi=i∙Δx και χρονικά σημεία tn=n∙Δt.

Οποιαδήποτε προσέγγιση που χρησιμοποιείται, προκειμένου να καθοριστεί μια λύση για τα μηχανικά

προβλήματα θα πρέπει να είναι καλή, επομένως πρέπει να είναι συνεπής, σταθερή και συγκλίνουσα με την

αναλυτική λύση.

Η αρχή των ΜΠΔ για τις ΜΔΕ επιδεικνύεται λαμβάνοντας υπόψη την απλή ΜΔΕ της εξίσωσης για βαθμωτή

γραμμικής μεταγωγής (linear advection equation), η οποία είναι υπερβολικού τύπου:

όπου a είναι η ταχύτητα μεταγωγής, υποτιθέμενη σταθερή και θετική. Οι κατάλληλες οριακές συνθήκες θεωρείται

ότι καθορίζονται στο ανάντη όριο. Η άγνωστη συνάρτηση u(x,t) είναι μονοδιάστατη στο χώρο. Η εξίσωση είναι

γραμμική επειδή αποτελείται από ένα άθροισμα χωριστών όρων που περιλαμβάνουν την μεταφερόμενη

(μεταγωγική) ποσότητα, u.
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Κάνναβος και Πλέγμα

Δ.4.3. Χωρική Διακριτοποίηση

Διακριτοποίηση και αριθμητική επίλυση μαθηματικών/αριθμητικών μοντέλων

Στα αριθμητικά μοντέλα οι εξισώσεις που ισχύουν αναδιατυπώνονται κατά προσέγγιση, ήτοι οι

διαφορικές εξισώσεις γράφονται ως εξισώσεις διαφοράς, μέσω κάποιας αριθμητικής μεθόδου.

Η περιοχή λύσεων διακριτοποιείται επίσης κατάλληλα σε 1D, 2D ή 3D κελιά και η λύση

προσεγγίζεται στους (γωνιακούς/τεμνόμενους) κόμβους (nodes), στις πλευρές (faces/sides) ή στο

εσωτερικό (interior/center) των κελιών.

Η διακριτοποίηση των συνεχών ανεξάρτητων μεταβλητών

x, y, z και t σε μικρά βήματα Δx, Δy, Δz και Δt σε

συνδυασμό με την προσέγγιση των εξισώσεων

που διέπουν οδηγεί σε σφάλματα περικοπής.

Θεωρητικά, το σφάλμα περικοπής εξαλείφεται όταν τα

Δx, Δy, Δz και Δt→ 0 (τείνουν στο μηδέν).
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Δ.4.3. Χωρική Διακριτοποίηση

Διακριτοποίηση Υπολογιστικών πλεγμάτων και καννάβων

Σταυροειδές(ής) ή Έκκεντρο(ς) πλέγμα (κάνναβος)
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Δ.4.3. Χωρική Διακριτοποίηση

Διακριτοποίηση Υπολογιστικών πλεγμάτων και καννάβων

Σταυροειδές(ής) ή Έκκεντρο(ς) πλέγμα (κάνναβος)
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Δομημένα και Αδόμητα πλέγματα
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Δ.4.4. Επίλυση ΜΔΕ στην Υδραυλική

Οι λύσεις των ΜΔΕ που θα δούμε περιορίζονται σε εφαρμογές που περιλαμβάνουν μία ή δύο χωρικές διαστάσεις

(1-D ή 2-D). 

Το πρώτο βήμα για την αριθμητική λύση είναι η διακριτοποίηση του χωροχρονικού πεδίου λύσης μέσω ενός 

ορθοκανονικού πλέγματος (καννάβου) με μεγέθη κελιών Δx-Δy και Δt. Στην περίπτωση ενός 2-D χώρου, οι

υπολογιστικοί κάνναβοι που χρησιμοποιούνται, είναι τετράγωνα πλέγματα (Δx = Δy). Όπως αναφέρθηκε 

προηγουμένως, η αριθμητική λύση ορίζεται ως ο αριθμητικός υπολογισμός των τιμών συνάρτησης f(x,y,t) ενός

φυσικού μεγέθους του προβλήματος σε ορισμένα προκαθορισμένα σημεία του πλέγματος διακριτοποίησης όπως 

οι κόμβοι (nodes), οι πλευρές (faces) ή τα κέντρα (centers) των κελιών (cells). 

Αυτός ο υπολογισμός επιτυγχάνεται με τη διακριτοποίηση της διαφορικής εξίσωσης και την επίλυση της 

προκύπτουσας αλγεβρικής εξίσωσης (ρητό σχήμα) ή συστήματος εξισώσεων (άρρητο/πεπλεγμένο σχήμα) για 

τις άγνωστες τιμές της συνάρτησης στα σημεία του πλέγματος. 
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Δ.4.4. Επίλυση ΜΔΕ στην Υδραυλική

Οριακές και αρχικές συνθήκες: γνωστές οι τιμές της συνάρτησης f(x,t) που αντιστοιχούν σε αυτές τις συνθήκες.

 

Για 1-D χρονικά εξαρτώμενη ροή, οι οριακές συνθήκες (τύπου Dirichlet) δίνονται ως γνωστές τιμές των f(x=0,t) 

και f(x=L,t) για όλους τους χρόνους t, όπου x=0 και x=L είναι τα δύο άκρα του χωρικού υπολογιστικού πεδίου. 

Οι αρχικές συνθήκες δίνονται ως γνωστές τιμές του f(x,t=0) για οποιοδήποτε σημείο στον άξονα x.
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Κριτήριο ευστάθειας (Von Neumann stability)

Στην αριθμητική ανάλυση, η ανάλυση ευστάθειας von Neumann (γνωστή και ως ανάλυση ευστάθειας

Fourier) είναι μια διαδικασία που χρησιμοποιείται για τον έλεγχο της ευστάθειας των σχημάτων πεπερασμένων

διαφορών όπως εφαρμόζονται σε γραμμικές ΜΔΕ. Η ανάλυση βασίζεται στην απόσβεση του αριθμητικού

σφάλματος Fourier και αναπτύχθηκε στο Εθνικό Εργαστήριο του Λος Άλαμος αφού είχε περιγραφεί εν συντομία

σε ένα άρθρο του 1947 από τους Βρετανούς ερευνητές Crank και Nicolson.

Αυτή η μέθοδος είναι ένα παράδειγμα ρητής χρονικής ολοκλήρωσης όπου η συνάρτηση που ορίζει την

εξίσωση που διέπει αξιολογείται την τρέχουσα στιγμή. Αργότερα, η μέθοδος έλαβε μια πιο αυστηρή αντιμετώπιση

σε ένα άρθρο του von Neumann.

Η ευστάθεια των αριθμητικών σχημάτων συνδέεται στενά με το αριθμητικό σφάλμα. Ένα σχήμα

πεπερασμένων διαφορών είναι ευσταθές εάν τα σφάλματα που έγιναν σε ένα χρονικό βήμα του

υπολογισμού δεν προκαλούν τη μεγέθυνση των σφαλμάτων καθώς συνεχίζονται οι υπολογισμοί. Ένα

ουδέτερα σταθερό σχήμα είναι αυτό στο οποίο τα σφάλματα παραμένουν σταθερά καθώς οι υπολογισμοί

συνεχίζονται. Εάν τα σφάλματα εξασθενήσουν και τελικά εξαφανιστούν, το αριθμητικό σχήμα λέγεται ότι

είναι ευσταθές. Αν, αντίθετα, τα σφάλματα αυξάνονται με το χρόνο, το αριθμητικό σχήμα λέγεται ότι είναι

ασταθές.

Για προβλήματα που εξαρτώνται από το χρόνο, η ευστάθεια εγγυάται ότι η αριθμητική μέθοδος παράγει μια

φραγμένη λύση (πεδίο τιμών λύσεων) όποτε η λύση της ακριβούς διαφορικής εξίσωσης είναι φραγμένη.
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Κριτήριο ευστάθειας (Von Neumann stability)

Σε ορισμένες περιπτώσεις, η ευστάθεια von Neumann είναι απαραίτητη και επαρκής για την ευστάθεια τύπου

Lax–Richtmyer (όπως χρησιμοποιείται στο θεώρημα της ισοδυναμίας Lax), όταν:

– Οι ΜΔΕ και τα μοντέλα πεπερασμένων διαφορών είναι γραμμικά.

– Η ΜΔΕ είναι σταθερού συντελεστή με περιοδικές οριακές συνθήκες και έχει μόνο δύο ανεξάρτητες

μεταβλητές.

– Το σχήμα χρησιμοποιεί όχι περισσότερα από δύο χρονικά επίπεδα.

Η ευστάθεια Von Neumann είναι απαραίτητη σε μια πολύ μεγαλύτερη ποικιλία περιπτώσεων. Συχνά

χρησιμοποιείται αντί για μια πιο λεπτομερή ανάλυση ευστάθειας για να παρέχει μια καλή εικασία για τους

περιορισμούς (εάν υπάρχουν) στα μεγέθη βημάτων που χρησιμοποιούνται στο σχήμα λόγω της σχετικής

απλότητάς του.

Η μέθοδος von Neumann βασίζεται στην απόσβεση των σφαλμάτων σε σειρές Fourier.

Η εξίσωση δίνει την απαίτηση ευστάθεια για το σχήμα FTCS όπως εφαρμόζεται στη μονοδιάστατη εξίσωση

θερμότητας. Λέει ότι για ένα δεδομένο Δx η μειωμένη τιμή του Δt πρέπει να είναι αρκετά μικρή ώστε να ικανοποιεί

την εξίσωση. Παρόμοια ανάλυση δείχνει ότι ένα σχήμα FTCS για γραμμική κίνηση είναι άνευ όρων ασταθές.
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Κριτήριο ακρίβειας (συνέπειας)
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Κριτήριο σύγκλισης (Courant-Firedrichs-Lewy, CFL)

Στην αριθμητική ανάλυση, η συνθήκη σύγκλισης των Courant–Friedrichs–Lewy CFL είναι απαραίτητη

προϋπόθεση για τη σύγκλιση κατά την επίλυση ορισμένων ΜΔΕ (συνήθως υπερβολικών) αριθμητικά. Προκύπτει

στην αριθμητική ανάλυση σχημάτων ρητής ολοκλήρωσης χρόνου. Κατά συνέπεια, το χρονικό βήμα πρέπει να

είναι μικρότερο από έναν ορισμένο χρόνο σε πολλές προσομοιώσεις υπολογιστών με ρητό σχήμα

χρονικής ολοκλήρωσης, διαφορετικά η προσομοίωση παράγει εσφαλμένα αποτελέσματα.

Η αρχή πίσω από την συνθήκη είναι ότι, για παράδειγμα, εάν ένα κύμα κινείται σε ένα διακριτό χωρικό

πλέγμα και θέλουμε να υπολογίσουμε το πλάτος του σε διακριτά χρονικά βήματα ίσης διάρκειας, τότε αυτή η

διάρκεια πρέπει να είναι μικρότερη από τον χρόνο που απαιτείται ώστε το κύμα να ταξιδέψει μεταξύ

παρακείμενων κελιών/σημείων του πλέγματος.

Ως συνέπεια, όταν ο διαχωρισμός των σημείων πλέγματος μειώνεται, μειώνεται και το ανώτατο όριο για το

χρονικό βήμα. Στην ουσία, το αριθμητικό πεδίο εξάρτησης οποιουδήποτε σημείου στο χώρο και το χρόνο (όπως

καθορίζεται από τις αρχικές συνθήκες και τις παραμέτρους του σχήματος προσέγγισης) πρέπει να περιλαμβάνει

το αναλυτικό πεδίο εξάρτησης (όπου οι αρχικές συνθήκες επηρεάζουν την ακριβή τιμή του λύση σε εκείνο το

σημείο) για να διασφαλιστεί ότι το σύστημα μπορεί να έχει πρόσβαση στις πληροφορίες που απαιτούνται για τη

διαμόρφωση της λύσης.
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Ελλειπτικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές διαφορές

Εξίσωση Laplace

Η διακριτοποίηση της Εξίσωσης επιτυγχάνεται με προσέγγιση των παραγώγων από κεντρικές πεπερασμένες

διαφορές. Το πεδίο λύσεων διακριτοποιείται με ένα κάνναβο μεγεθών κελιού Δx, Δy (συνήθως Δx=Δy) και η λύση

υπολογίζεται στους κόμβους του πλέγματος, που προσδιορίζονται από τους ακέραιους δείκτες i,j, όπου fi,j=f(xi,yj)

=f((i–1)Δx,(j–1)Δy), βλ. Εικόνα. Στην περίπτωση κοινού βήματος χωρικής διακριτοποίησης (Δx=Δy), η

προσέγγιση των παραγώγων με κεντρικές πεπερασμένες διαφορές δεύτερης τάξης οδηγεί στην αλγεβρική

προσέγγιση της διαφορικής εξίσωσης

Το σχήμα της αριθμητικής λύσης είναι άρρητο, και απαιτεί τη

σύνθεση και την αριθμητική λύση ενός συστήματος αλγεβρικών

εξισώσεων, που αναφέρονται σε όλες τις θέσεις (i,j) μέσα

στο πεδίο λύσεων. Ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του

προκύπτοντος συστήματος αλγεβρικών εξισώσεων είναι η αραιότητα του πίνακα σταθερών συντελεστών.
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Επαναληπτική μέθοδος Gauss-Seidel

για λύση γραμμικού αλγεβρικού συστήματος διαφορικών εξισώσεων

Από την εξίσωση είναι προφανές ότι για τον υπολογισμό του fi,j
k+1 το πεδίο της λύσης σαρώνεται από τις

μικρότερες προς τις μεγαλύτερες τιμές i,j χρησιμοποιώντας τις πιο πρόσφατα διορθωμένες τιμές της συνάρτησης

f(x,y). Αυτή είναι μια εύκολα προγραμματιζόμενη διαδικασία που χαρακτηρίζεται από σύγκλιση στη σωστή τιμή

του f, χωρίς να υπολογίζονται τα αριθμητικά σφάλματα, αλλά με άγνωστο αριθμό επαναλήψεων. Η σύγκλιση

εξασφαλίζεται όταν ο διαγώνιος συντελεστής είναι μεγαλύτερος ή ίσος με το άθροισμα των υπολοίπων

συντελεστών κατά μήκος μιας γραμμής του πίνακα συντελεστών. Στην υπό εξέταση περίπτωση ο συντελεστής 4

είναι ίσος με το άθροισμα 1+1+1+1.
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Προσέγγιση Οριακών Συνθηκών

Η κύρια πρόκληση στην αριθμητική λύση των ελλειπτικών εξισώσεων είναι η προσέγγιση των

οριακών συνθηκών που περιλαμβάνουν σημεία λύσης πάνω ή κοντά στα όρια. Η υπολογιστική

ταχύτητα των σύγχρονων υπολογιστών επιτρέπει τη διακριτοποίηση της περιοχής λύσης

χρησιμοποιώντας ένα μικρό βήμα διακριτοποίησης, επομένως η προσέγγιση των ορίων της

σύνθετης γεωμετρίας δεν παρουσιάζει πρόβλημα.

Δίνεται τιμή της συνάρτησης f(x,y) στο όριο ή προσδιορίζεται η εγκάρσια της παράγωγος df/dn.

Κάτω από ορισμένες φυσικές συνθήκες, προκύπτει μια κατάσταση όπου για μέρος των οριακών

τιμών δίνονται οι τιμές του f(x,y), ενώ για το υπόλοιπο όριο καθορίζεται η κάθετη παράγωγος. Στην

περίπτωση μιας δεδομένης εγκάρσιας παραγώγου df/dn

και σύμφωνα με το Σχήμα, η μαθηματική σχέση προσεγγίζεται:
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Παράδειγμα (2-D ροή σε αγωγό με ελεύθερη έξοδο)

Ένα υγρό εισέρχεται σε έναν 2-D ορθογώνιο αγωγό και εξέρχεται από ένα άνοιγμα στο ανάντη (αριστερή

πλευρά) άκρο. Η τιμή του δυναμικού ταχύτητας (f) δίνεται στα ανάντη και κατάντη όρια (τύπος Dirichlet), ενώ για

τα όρια του τοίχου εφαρμόζεται συνθήκη μηδενικής ροής εγκάρσια (τύπος Von Neumann) (βλ. Εικόνα).

Λαμβάνοντας υπόψη μια πηγή (SS) που βρίσκεται στο κέντρο του αγωγού, ο σκοπός αυτής της άσκησης είναι να

υπολογίσει την κατανομή του δυναμικού ταχύτητας σε όλο το πεδίο της λύσης:

Δυναμικό στο άνω άκρο = 10

Δυναμικό στο άνοιγμα κατάντη = 0

Δυναμικό στην πηγή = 10

Άνοιγμα ανάντη = 30 m

Άνοιγμα κατάντη = 5 m (το άνοιγμα είναι κεντραρισμένο)

Μήκος αγωγού = 60 m
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Παράδειγμα (2-D ροή σε αγωγό με ελεύθερη έξοδο)

Το φυσικό φαινόμενο διέπεται από την εξίσωση Laplace. Έτσι ο αριθμητικός αλγόριθμος που χρησιμοποιείται

είναι αυτός των προηγουμένων. Το υπολογιστικό πλέγμα ορίζεται ως 30×60 και ο αριθμός των επαναλήψεων

ορίζεται ίσος με 1000. Η κατανομή του δυναμικού ταχύτητας μαζί με τις επιδράσεις του δυναμικού της πηγής και

των οριακών συνθηκών απεικονίζονται στο Σχήμα. Ένα ενδιαφέρον αποτέλεσμα της προσομοίωσης είναι πώς το

υπολογιστικό σφάλμα αυξάνεται με την αύξηση της απόστασης από τις οριακές συνθήκες τύπου Dirichlet.
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Παράδειγμα (2-D ροή σε αγωγό με ελεύθερη έξοδο)

Κώδικας 1

3

2
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Παραβολικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές διαφορές

Σε αντίθεση με τις ελλειπτικές ΜΔΕ που περιγράφουν συνθήκες ισορροπίας, οι παραβολικές είναι εξαρτώμενες

από το χρόνο, επομένως για την 1-D περίπτωση το πεδίο της λύσης είναι το επίπεδο x-t. Θεωρώντας ένα πεδίο

λύσης που οριοθετείται από τις ανισότητες (0≤x≤L, 0≤t≤T), όπου L είναι το συνολικό μήκος και T ο συνολικός

υπολογιστικός χρόνος, η διακριτοποίηση ολοκληρώνεται χρησιμοποιώντας ένα πλέγμα Δx–Δt (Εικόνα). Με την

προϋπόθεση ότι δίνονται οι αρχικές και οριακές συνθήκες, οι άγνωστες τιμές του f(x,t) μπορούν να υπολογιστούν

για τους εσωτερικούς κόμβους του υπολογιστικού πλέγματος. Οι τιμές του f(x,t) στα υπολογιστικά σημεία

συμβολίζονται με τους δύο ακέραιους δείκτες.

Ο κατώτερος δείκτης i αναφέρεται στη θέση

στον άξονα x (fi=f(xi), όπου xi=(i–1)Δx)

και ο ανώτερος δείκτης n

αναφέρεται στη θέση στον άξονα t (fn=f(tn),

όπου tn=(n–1)Δt).
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Σχήμα με Εμπρόσθιες στο χρόνο – Κεντρικές στο χώρο διαφορές (Forward in time, central

in space, FTCS)

Ο δείκτης i κυμαίνεται από 1 έως N, (N – 1)Δx=L και ο δείκτης n από 1 έως M, (M–1)Δt=T

Εμπρόσθιο σχήμα ΠΔ 1ης τάξης για τη χρονική

παράγωγο

και κεντρικό σχήμα ΠΔ 2ης τάξης για τη χωρική

Παράγωγο

Αυτός ο αριθμητικός αλγόριθμος είναι ρητός και είναι γνωστός ως σχήμα FTCS.

Σημειώστε ότι στην παρακάτω εξίσωση Ν είναι ο συντελεστής διάχυσης, διαφορετικός από το ανώτερο όριο Ν του

δείκτη n. Το σχήμα FTCS είναι συνεπές και συγκλίνον, αλλά η θεωρητική ανάλυση και οι πρακτικές εφαρμογές

δείχνουν ότι για να εξασφαλιστεί μια σταθερή αριθμητική λύση (χωρίς ανεξέλεγκτη αύξηση των αριθμητικών

σφαλμάτων που οδηγεί σε τερματισμό των υπολογισμών), πρέπει να ικανοποιηθεί η ακόλουθη ανισότητα:

Δεδομένης της τιμής του συντελεστή διάχυσης N και του βήματος διακριτοποίησης χώρου Δx, το χρονικό βήμα Δt

πρέπει να επιλεγεί σύμφωνα με την ανισότητα, διαφορετικά οι αριθμητικοί υπολογισμοί θα έκαναν overflow.
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Δ.4.5. Τεχνικές αριθμητικής επίλυσης

Αριθμητικό σχήμα Crank-Nicolson

Αριθμητικό σχήμα DuFort-Frankel (3 επιπέδων)
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Υπερβολικές διαφορικές εξισώσεις με μερικές διαφορές

Η γραμμική υπερβολική εξίσωση 2ης τάξης περιγράφει φυσικά τη διάδοση ενός κύματος ή κάποιου άλλου

περιοδικού σήματος. Το σήμα εισάγεται τη χρονική στιγμή t=0, κινούμενο κατά και τις δύο κατευθύνσεις (θετική

και αρνητική) του άξονα x (στην περίπτωση του μονοδιάστατου χώρου) με ταχύτητα (συχνότητα κύματος) ίση με

co. Η αριθμητική λύση βασίζεται στην προσέγγιση των πεπερασμένων διαφορών των δεύτερων παραγώγων

(τόσο χωρικών όσο και χρονικών) με κεντρικές πεπερασμένες διαφορές ακρίβειας 2ης τάξης O(Δx2), Ο(Δt)2.

Χρησιμοποιώντας τα ίδια σύμβολα σχετικά με τις τιμές f στο πεδίο της διακριτοποιημένης λύσης (Εικόνα), η ΜΔΕ

προσεγγίζεται σε ένα σημείο (i,n), δηλαδή σε ένα σημείο με συντεταγμένες xi, tn, ως εξής:

Το αριθμητικό σχήμα γνωστό ως Leap-Frog 

άλμα-βάτραχου, επιλύεται χρησιμοποιώντας έναν

αλγόριθμο παρόμοιο με αυτόν που χρησιμοποιείται

για FTCS της παραβολικής εξίσωσης. Ο αλγόριθμος

ξεκινά από δύο αρχικά χρονικά επίπεδα, με γνωστές

τιμές της συνάρτησης f(x,t) (αρχικές συνθήκες δύο επιπέδων)

Ο υπολογισμός προχωρά από το ένα χρονικό επίπεδο

στο επόμενο, ρητά, καθώς οι όροι μπορούν να αναδιαταχθούν αφήνοντας LHS μόνο άγνωστο όρο fi
n+1
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Εξίσωση διάδοσης κύματος

Η εξίσωση είναι άμεσα εφαρμόσιμη για χρονικά επίπεδα n>2 σε όλα τα εσωτερικά σημεία πεδίου, καθώς οι

τιμές τελικού σημείου των f(xi,t
n), (για i=1 και i=N) είναι οι γνωστές οριακές συνθήκες. Εφόσον η αριθμητική λύση

είναι σαφής, για να αποφευχθεί η αριθμητική αστάθεια η τιμή για το χρονικό βήμα Δt περιορίζεται σύμφωνα με τις

δεδομένες τιμές των Δx και co. Έτσι, το κριτήριο σταθερότητας CFL που πρέπει να ικανοποιηθεί:

Μια καλύτερη εικόνα της αριθμητικής λύσης των υπερβολικών εξισώσεων και των συνοδευτικών αριθμητικών

σφαλμάτων μπορεί να επιτευχθεί με την αριθμητική λύση της υπερβολικής εξίσωσης 1ης τάξης που είναι γνωστή

ως εξίσωση επαγωγικής μεταφοράς:

Είναι προφανές ότι η λύση της Εξίσωσης του co είναι μια οικογένεια ευθειών x=xo+cot, με κλίση co και τιμή x σε

t=0 ίση με x=xo. Ο συνδυασμός των εξισώσεων δίδει:

όπου D/Dt είναι το υλικό διαφορικό ή η ολική παράγωγος του f(x,t). Αυτή η μορφή υποδηλώνει ότι η f(x,t)

είναι σταθερή κατά μήκος της χαρακτηριστικής καμπύλης c0=dx/dt. 
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Όπως φαίνεται στο σχήμα, η λύση αποτελείται από μια απλή μετάφραση της αρχικής μορφής του f (αρχική

συνθήκη f(x,t=0) κατά μήκος της θετικής κατεύθυνσης του άξονα x με ταχύτητα ίση με co.

Έτσι, από φυσική άποψη, η εξίσωση περιγράφει τη διάδοση με την ταχύτητα co ενός παλμού – σήματος

(κύματος) μόνο στη θετική κατεύθυνση του άξονα x, καθώς και την εξάρτηση της συνάρτησης f(x,t) από τις τιμές

της ίδιας συνάρτησης στα προηγούμενα χωροχρονικά βήματα.

Έχοντας τις λεπτομέρειες της αναλυτικής λύσης, μπορούν να χρησιμοποιηθούν και να αναλυθούν κριτικά

διαφορετικά σχήματα αριθμητικής λύσης.
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Ασταθές σχήμα Euler

Όταν η παράγωγος χρόνου προσεγγίζεται με μια εμπρόσθια ΠΔ και η παράγωγος του χώρου με μια κεντρική ΠΔ

(FTCS), η αλγεβρική προσέγγιση της υπερβολικής εξίσωσης 1ης τάξης στο σημείο (i,n) είναι γνωστή ως το σχήμα

του Euler:

Αναδιάταξη για το άγνωστο fi
n+1, η ρητή λύση διαβάζεται:

Το αριθμητικό σχήμα που προκύπτει είναι συνεπές, αλλά η λύση, για οποιονδήποτε συνδυασμό τιμών Δx και Δt,

είναι ασταθής. Η αστάθεια είναι αποτέλεσμα του γεγονότος ότι αν και η αναλυτική λύση εξαρτάται μόνο από τις

προηγούμενες τιμές στο χώρο και στο χρόνο της συνάρτησης f(x,t), το παραπάνω σχήμα περιλαμβάνει μια

προηγούμενη τιμή στο χώρο που είναι fi+1
n.
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Αριθμητικό σχήμα τύπου Godunov

Χρησιμοποιώντας τις εμπρόσθιες διαφορές για την παράγωγο χρόνου και τις προς τα πίσω διαφορές για την

παράγωγο χώρου (προς τα εμπρός στο χρόνο, πίσω χώρο FTBS), το αριθμητικό σχήμα που είναι γνωστό ως το

σχήμα Godunov (upwind) γράφεται ως:

Η εξίσωση παράγει μια αριθμητική λύση όπου η αρχική μορφή του f(x,t) μεταφέρεται/μετάγεται με ταχύτητα co,

αλλά οι τιμές του f(x,t) υφίστανται έναν ορισμένο βαθμό διάχυσης (μείωση του μεγέθους με ταυτόχρονη

εξάπλωση στο χώρο), σαν να ελέγχονταν από μια παραβολική εξίσωση.

Έτσι η λύση παρουσιάζει μια συμπεριφορά διάχυσης, όπως φαίνεται σχηματικά στο Σχήμα. Ωστόσο, η αλγεβρική

προσέγγιση της εξίσωσης μπορεί να ξαναγραφεί, μετά από πρόσθεση και αφαίρεση πανομοιότυπων όρων ως:
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Αριθμητικό σχήμα τύπου Godunov

Αυτή είναι μια αλγεβρική προσέγγιση ΠΔ μιας εξίσωσης μικτού τύπου (άρρητη/πεπλεγμένη μορφή), που περιέχει

τόσο τους όρους της υπερβολικής 1ης τάξης όσο και των παραβολικών εξισώσεων 2ης τάξης. Τόσο το υπερβολικό

όσο και το παραβολικό μέρος προσεγγίζονται με τις εμπρόσθιες στο χρόνο και τις κεντρικές στο χώρο ΠΔ (FTBS).

Ο συντελεστής τεχνητής διάχυσης του παραβολικού μέρους της εξίσωσης είναι ίσος με

Έτσι, όταν χρησιμοποιούμε εμπρόσθιες διαφορές χρόνου και οπίσθιες διαφορές χώρου, αντί να λύνουμε την

υπερβολική εξίσωση, λύνουμε στην πραγματικότητα μια διαφορετική εξίσωση και αυτό το γεγονός εισάγει ένα

αριθμητικό σφάλμα γνωστό ως αριθμητική διάχυση.

Η άρρητη και απαρατήρητη εισαγωγή, μέσω του επιλεγμένου συνεπούς σχήματος ΠΔ, ενός όρου διάχυσης

μπορεί να καταστείλει την αναμενόμενη αριθμητική αστάθεια, αλλά το φαινόμενο είναι τόσο κυρίαρχο που

προκαλεί διάχυση των τιμών f(x,t) μη συμβατή με την αναλυτική λύση της υπερβολικής εξίσωσης.

Συγκεκριμένα, αυτό το σχήμα αριθμητικής λύσης, αν και ανακριβές, είναι σταθερό και ικανό. Επίσης, μπορεί να

αποδειχθεί ότι το αριθμητικό σχήμα υπόκειται στο κριτήριο σταθερότητας Courant CFL. Όταν ο όρος λάβει την

οριακή του τιμή (CFL=1), τότε η αριθμητική λύση είναι σταθερή και συμπίπτει με την αναλυτική λύση (η

αριθμητική διάχυση εξαφανίζεται).
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Αριθμητικό σχήμα τύπου Lax

Για να αποφευχθεί η αστάθεια που προκαλείται από τη 2ης τάξης κεντρική ΠΔ της χωρικής παραγώγου, ένας

αριθμός αριθμητικών σχημάτων εισήγαγε μια τεχνητή ελεγχόμενη αριθμητική διάχυση. Μία από αυτές τις

μεθόδους είναι το σχήμα Lax, το οποίο είναι γραμμένο με την ακόλουθη μορφή:

Η εξίσωση εισάγει έναν όρο τεχνητής διάχυσης, ο οποίος σε συνδυασμό με την κεντρική ΠΔ για την παράγωγο

χώρου παράγει μια σταθερή αριθμητική λύση εφόσον ικανοποιείται το κριτήριο ευστάθειας CFL. Η εφαρμογή του

σχήματος Lax έχει ως αποτέλεσμα τη διάδοση ενός σήματος με τη σωστή ταχύτητα αλλά με το σχηματισμό

δευτερευουσών ταλαντώσεων (υστέρησης) που ακολουθούν το κύριο σήμα (Εικόνα). Αυτός ο τύπος αριθμητικού

σφάλματος είναι γνωστός ως αριθμητική διασπορά και το όνομα προέρχεται από το γεγονός ότι υπάρχει

διαφορικός ρυθμός διάδοσης σημάτων με

διαφορετικές συχνότητες.
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Αριθμητικό σχήμα τύπου Lax

Αυτό μπορεί να επαληθευτεί χρησιμοποιώντας ένα σύνθετο σήμα που μπορεί να αναλυθεί σε έναν αριθμό από

στοιχεία Fourier (ημιτονοειδή). Έτσι η διασπορά θα έδειχνε μέσω της διαφοροποίησης της ταχύτητας διάδοσης

των διαφόρων συνιστωσών διαφορετικές συχνότητες. Τα στοιχεία υψηλότερης συχνότητας (μικρά μήκη κύματος)

θα διαδίδονταν σε χαμηλότερες ταχύτητες, σχηματίζοντας ένα ίχνος υψηλής συχνότητας.

Δεδομένου ότι το σήμα με την υψηλότερη περιγραφόμενη συχνότητα είναι το κύμα με μήκος 2Δx, το ίχνος έχει τη

μορφή ψευδών ταλαντώσεων αυτού του μικρότερου μήκους κύματος που ακολουθούν το κύριο σήμα.
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Αριθμητικό σχήμα τύπου Fromm

Μια άλλη κλασική μέθοδος είναι το σχήμα Fromm, το οποίο περιλαμβάνει αριθμητική διασπορά αλλά

ελαχιστοποιεί την αριθμητική διάχυση. Αυτό είναι ένα ρητό σχήμα που χρησιμοποιείται συχνά στο παρελθόν για

την επίλυση προβλημάτων που αφορούν τη ρευστοδυναμική σε βιομηχανικού τύπου ροές. Το σχήμα του Fromm

είναι ένα σχήμα πέντε σημείων γραμμένο ως:
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Αριθμητικό σχήμα Μείωσης Συνολικής Διακύμανσης (ΜΣΔ) – Total Variation Diminishing 

(TVD)

Εκτός από τα προαναφερθέντα αριθμητικά σχήματα, υπάρχει μια ποικιλία άλλων σχημάτων ανώτερης τάξης. Ένα

τέτοιο σχήμα, το οποίο εφαρμόζεται στην αριθμητική λύση της υπερβολικής εξίσωσης 1ης τάξης, είναι το σχήμα

TVD:
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